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VYSETROVANIE KMITOV DVOCH SPRIAHNUTYCH
KYVADIEL

RNDr. Jaroslav Kovar

Teoreticky Uvod:

Pri skladani jednoduchych ststav do zlozitejSich celkov sa obyCajne aj ich mozny pohyb stava
zlozitejsim. Takouto zlozitejSou sustavou st napr. dve kyvadla kmitajuce v jednej rovine spojené
pruzinou. Tato sustava je prikladom mechanického kmitavého systému s dvoma stupiiami vol'nosti.
Takato sustava ma dve nezavislé stiradnice — vychylky kyvadiel z ich rovnovaznych poléh ¢, ¢, .
Ako nezavislé by sa takéto kyvadld mohli pohybovat’ jednoduchym kmitavym pohybom. Vzajomné
pOsobenie medzi kyvadlami sa moéze vytvorit spojenim kyvadiel pruZinou, ktorej pruZinovi
konstantu ozna¢me K. Sila, ktorou pdsobi tato pruzina je na oboch jej koncoch rovnako velka, ale
opacne orientovana, a je imerna prediZeniu pruZiny, t. j. rozdielu vychyliek obidvoch kyvadiel
¢, —@,. V pripade, Ze vychylky kyvadiel nepresahuju 5°, mozno pohyb systému kyvadiel opisat’
sustavou dvoch linedrnych diferencidlnych rovnic druhého radu s konStantnymi koeficientami —
kmitavy systém je linedrny. VySetrenim zakonitosti takéhoto systému ziskame prehl'ad o kmitavych
dejoch v l'ubovolnom systéme, opisanom diferencidlnymi rovnicami uvedeného typu — napr.

spiahnutych elektrickych obvodoch.
Uvazovany systém kyvadiel nech
pre jednoduchost’ tvoria dve rovnaké
nastavovatel'né kyvadla obr.1, ktoré mézu
kmitat’ iba v jednej rovine, priCom osi O,
a O, su horizontilne a navzijom
rovnobezné. Pruzina K nech je pripojend
k obom kyvadlam vo vzdialenosti a od
osi otacania. Tuhost’ pruziny ozna¢me K.
Hmotnosti m oboch zavazi nech st
rovnaké.  Ich vzdialenosti | od osi
otacania nech s rovnaké tieZ a nech obe
kyvadld v stave pokoja su vo zvislej
polohe, t.j. ¢1 = O, ¢2 = 0. ZmensSovanie
amplitddy kyvadiel v dosledku tlmenia
gp gD (najmi v loziskdch, odpor vzduchu)
1 Obr. 1 2 zanedbame. Pripad zna¢ného tlmenia ma
’ pre prax maly vyznam, pretoze vtedy
ovplyvilovanie sa kyvadiel je slabé

O O

v porovnani s vplyvom tlmenia
Pohybove rovnice takejto sustavy dvoch spriahnutych kyvadiel potom su:

‘]L(I;I:—mghp1 +ka’(p, - ¢,) (1)
J dd2t¢22 =-mgl¢, _ka2(¢2 _¢1)9 )

kde J = ml2 je moment zotrvacnosti kyvadiel. Kyvadla povazujeme za matematické kyvadla
vzhl'adom na podmienku, Ze hmotnost’ zdvazia je omnoho véc¢Sia ako hmotnost’ tyce kyvadla. Prvy
¢len pravej strany rovnic predstavuje moment tiazovych sil, druhy zasa moment elastickych sil
pruziny. Rovnice (1) a (2) sa od znamych rovnic pre nezavislé kyvadla odliSuju prave len ¢lenom
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ka?

ka2(¢2 —¢1).P0mery=m

urcuje velkost’ vzajomného posobenia kyvadiel a nazyva

sa koeficientom spriahnutia.
Ststavu rovnic (1), (2) moéZeme upravit’ do tvaru

o|2l | ka’[ ka’

Sl g, =0 G)
d%, | ka’f ka’

¢ e @

Upevnenim jedného z kyvadlel \4 rovnovaznej polohe dostaneme tzv. parcidlnu stustavu. Ako
vidiet’ z danych rovnic (3), (4) parcidlna uhlova frekvencia (d’alej len parcidlna frekvencia) bude pre
obe kyvadla rovnaka a to

2
W, = ng' + ki‘ (5)
S¢itanim a odc¢itanim rovnic (1) a (2) dostaneme
d’(¢, +¢ _mgl
(dlt2 2) g ( 1 ¢ ) (6)
d’(¢, —¢ mgl + 2ka
(dlt2 2):_ 9 3 (¢1_¢2)~ (7)
Ak zavedieme oznacenie
+ 2
W = rr;gl w? = mgl J2ka ()
a pomocné premenné o |, O, vztahmi
¢, +¢, =2q, )
¢1_¢2 =2a, (10)
potom rovnice (6), (7) mézeme zapisat’
2
ddt‘l’l =-w'a, (1)
d’a
de = -wa, . (12)

Frekvencie w, a w, st vlastné frekvencie naSej sustavy spriahnutych kyvadiel. Vyhoda zavedenia
a,, a, je vtom, Ze pre tieto veliCiny sme dostali jednoduché rovnice harmonickych kmitov. Ich
vSeobecné rieSenia su:
a, = Acos(wt +¢) (13)
a, =Bcos(wt +¢) . (14)
Tieto rieSenia vyhovuju rovniciam (11), (12) pri kazdej vol'be konstant A, B, @, ¢. Ich uréenim
mozno splnit’ pociatocné podmienky. Z (13) a (14) potom pomocou (9), (10) mame
¢, =a, +a, = Acos(wt +@)+Bcos(wt +¢) (15)
¢, =a,-a, = Acos(wt +@)-Bcos(wt +@) . (16)
Tieto vychylky kyvadiel ¢,, ¢, ako funkcie ¢asu popisuju pohyb spriahnutych kyvadiel vSeobecne.
Vsimnime si teraz niektoré vyznacné pripady, dané Specialnou volbou A, B. Uvazujme
a) AkB=0vtedyje@, = ¢,
9, =¢, = Acos(wt +q) (17)
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To odpoveda situacii, ked’ obidve kyvadla kmitaji subezne s uhlovou frekvenciou w, a ich

vychylky a rychlosti su v kazdom ¢asovom okamihu, teda i v ¢ase t = 0 rovnaké.
b) AKA=0 vtedyje ¢, =-¢,

¢, =—¢, =Bcos(wt +@) . (18)
V tomto pripade vychylky a aj rychlosti obidvoch kyvadiel su v kazdom casovom okamihu, teda i
v ¢ase t = O navzdjom opacné. Obidve kyvadla kmitaju s uhlovou frekvenciou w, .

Taky pohyb sustavy, pri ktorom kazdy jej ¢len vykonava kmitavy pohyb srovnakou
frekvenciou, nazyvame normalnymi (vlastnymi) kmitmi. Z rovnic (15), (16) vidime, Ze kmity
s jednou frekvenciou nastanu len ak jedna z konstant A, B je nulova. Dva uvedené vyznacné druhy
kmitov (subezné a protibezné) s teda normalnymi kmitmi tejto ststavy a inych uz niet. Z (15), (16)
tiez vidime, Ze vSeobecny pohyb tejto stistavy dostaneme zloZenim dvoch normalnych kmitani.

c)KedA=B, g =@ =0.

To odpoveda pripadu, ked’ v ¢ase t = 0 druhé kyvadlo ma nulova vychylku aj rychlost, prvé ma
vychylku rovn1 A a nulov rychlost’. Z rovnic (15), (16) dostaneme pomocou suctovych vzorcov

w,-w 0 w +w
t)= 2Acos —2—trcos ———=t 19
0.0)=p S Htppos 7 (19)

- +
6,(t)= %Asin %tﬁcos %t . 20)

Ak vizba medzi kyvadlami je slaba t.j. konstanta K je mald, odliSuju sa ¢ a w, len o malu
hodnotu (vzt'ah (8)) a ich rozdiel je nepatrny v porovnani s ich stctom. Preto vyrazy v hranatej
zatvorke vztahov (19), (20) mozno povazovat’ za pomaly sa meniace amplitidy kmitov. V Case
t = 0 je amplitida kmitov pre ¢, nulova, zatial’ Co pre ¢1 je maximalna. Postupom casu amplitida
kmitov druhého kyvadla narastd a je maximalna pre taky cas ty, ktory spliia podmienku

W, — W, i
=2 T, ==
2 2
Amplituda je teda maximalna v Case

21

Prvé kyvadlo odovzdalo energiu svojich kmitov druhému. Takéto vzajomné odovzdéavanie energie
medzi kyvadlami prebieha neustale. Cas to sa nazyva ¢as vymeny energie.

Ulohy:

Pomocou suboru merani uvedenom nizSie vySetrite kmity spriahnutej sustavy dvoch rovnakych

kyvadiel v zavislosti od zmeny vézbovej vzdialenosti a pruziny Kod osi otacania. Prislusné

veli¢iny merajte asponn pre desat vhodne zvolenych vdzbovych vzdialenosti. Pri merani casu

pouzite metddu postupnych merani. Ziskané zavislosti spracujte graficky a postd’te zhodu tedrie

s experimentom.

1. Vysetrite zavislost’ parcidlnej frekvencie ao od vizbovej vzdialenosti a.

2. Zmerajte a vySetrite zavislost’ wi a e od vizbovej vzdialenosti a.

3. Pomocou vztahu (22) vypocitajte koeficient vizby y a stanovte jeho zavislost' od védzbovej
vzdialenosti a.

4. Urcite frekvenciu razov vymeny energie Q pre vsetky zvolené vézbové vzdialenosti a a
porovnajte zmerané Q s hodnotami ziskanymi podl'a vztahu Q = wp - .

5. Urc¢ite hodnotu ¢asu ty vymeny energie vypoctom i experimentalne.

6. Zo vztahov (23), (24) urcite koeficient vizby y a stanovte jeho zavislost od vézbovej
vzdialenosti a.
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Postup merania a vyhodnotenie vysledkov:

1.

4.
5.

Upevnime jedno z kyvadiel napr. tak, ze ho drzime a druhé nechame kyvat. Zmeriame jeho
periodu Ty a vypocitame jeho parcidlnu kruhovu frekvenciu wy. Meranie urobime aspon pre 10
zvolenych poloh vizbovej vzdialenosti a.

Vychylime obe kyvadlé na jednu stranu o rovnaky uhol, pustime ich a nechdme kyvat. Meranim
periody jedného z kyvadiel ur¢ime hodnotu T, a tym aj odpovedajicu frekvenciu normalnych
kmitov sustavy w;. Potom kyvadla vychylime oproti sebe, zasa o rovnaky uhol a opit’ pustime.
Meranim periddy jedného z kyvadiel ur¢ime hodnotu T, a k nej odpovedajiicu hodnotu druhe;j
frekvencie normalnych kmitov . Meranie periddy T, robime pre vSetky zvolené vézbové
vzdialenosti. Z hodnoét w, w, vypocitame pomocou rovnic (8) koeficient spriahnutia

_ W -

= . 22
w; + W (22)

. Vychylime jedno zkyvadiel (druhé ostava v pokoji) a pustime ho. Kmitajuce kyvadlo

odovzdava energiu druhému kyvadlu. Druhé kyvadlo sa postupne rozkmitava, az je jeho
vychylka maximalna. Vychylka prvého kyvadla je vtedy nulovd. VSetka energia presla do

druhého kyvadla. Uréime tento ¢as t, a porovname s hodnotou zistenou zo vztahu (21).

Zo vztahov (5) a (8) mozno najst’ suvis medzi parcidlnou frekvenciou sustavy, normalnymi
frekvenciami ststavy @y, w, a koeficientom vazby y. PrisluSny vypocet poskytuje vzt'ahy:

w' =w;(1-y) (23)

W =awi(l+y). (24)
Doba prechodu kmitania z jedného kyvadla na druh¢ zavisi od koeficientu védzby y. Frekvencia
odpovedajica tomuto prechodu

Q, =w, ~w :wo(,/1+ y —4/1 —y). (25)

Pri slabej vdzbe vzt'ah (25) moZeme pisat’ v tvare
Q =w, -w =w, Y . (26)
Namerané hodnoty zapisujeme do tabul’ky

a |, [s7]w,[s7]|tls] t, [s] y o |QlsT] | QlsT]

Kontrolné otazky:

Nk W=

Co st normalne kmity?

Aké su to parcidlne kmity sustavy?

Vysvetlite bez pocitania, preco sibezné a protibezné kmity su normalnymi kmitmi.
Preco je wy > wy?

Co je koeficient vizby a aka je jeho interpretacia?

Co je doba vymeny energie?

Aké by boli normélne kmity sustavy troch spriahnutych kyvadiel?

Uloha je prevzata, doplnena a opravena, zo skript:
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