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VYSETROVANIE KMITOV DVOCH SPRIAHNUTYCH
KYVADIEL

RNDr. Jaroslav Kovar, RNDr. Beéata TrpiSova, Ph.D.

Teoreticky Uvod:

Pri skladani jednoduchych sustav do zlozZitejSidkosesa obgajne aj ich mozny pohyb stava
zlozitejSim. Takouto zlozitejSou suUstavou su nape kyvadla kmitajuce v jednej rovine spojené
pruzinou. Tato sustava je prikladom mechanickéhiaudho systému s dvoma siigoni vd’nosti,
ktoré su reprezentované dvoma nezavislymi premenngjiy,, absolitne hodnoty ktorych su
vychylky kyvadiel z ich rovnovaznych poldh, j. uhly, ktoré zvieraju poddne osi kyvadiel
s vertikalou leziacou v rovine kmitania kyvadielbgblitne hodnoty preto, lebg,,¢, mdzu
nadobudé ako kladné, tak aj zaporné hodnoty, vysvetlimedalej. Ako nezavislé by sa takéto
kyvadla mohli pohyboua jednoduchym kmitavym pohybom. Vz4jomné pésobeniedzin
kyvadlami sa mbze vytvatispojenim kyvadiel pruzinou, ktorej pruzinovlu kamit, alebo tuha's
ozna&me k. Sila, ktorou posobi tato pruzina, je na obochkpjcoch rovnako &4, ale opéne
orientovana, a je imerna pigeniu, resp. stt@niu, pruzinyt. j. rozdielu ¢, —¢,. V pripade, Ze
absolutne hodnoty vychyliek kyvadiel nepresahuju idzno ich pohyb opigasustavou dvoch
linearnych  diferencialnych  rovnic
druhého radu s konStantnymi
koeficientami — kmitavy systém je
linearny.  VySetrenim  zakonitosti
pohybu takéhoto systému ziskame
pref’ad o] kmitavych dejoch
v lubovd’nom  systéme  opisanom
diferencialnymi rovnicami uvedeného
typu — napr. v  spriahnutych
elektrickych obvodoch.

Nas systém kyvadiel nech pre
jednoducho$ tvoria dve rovnaké
nastavovatné kyvadla, ako ilustruje
m Obr.1. Kazdé z kyvadiel pozostava
z valcovej tye o hmotnostim,, dizkelL

a polomere podstavy, na ktora je
'\qp ‘ ‘ nasunuté zavazie tvaru valcovej vrstvy
1 (02 ‘ o hmotnosti m, vySke h, vonkajSom

Obr. 1 polomereR a vnutornom polomere.

Polohu tohto zavazia na ¢y mozno

ment. My v naSom merani umiestnime zavazie na dolnyidmmye, ato tak, aby jeho dolna

podstava a dolna podstavaaylezali v jednej rovine. Obe kyvadla m6zu kmiiaa v jednej rovine

— vertikalnej — okolo osi Da , ktoré su kolmé na tdato rovind, j. su upevnené k stene

horizontalne, a to v rovnakej vySke a su navzajommobezné. Pruzina K nech je pripojena k obom

kyvadlam vo vzdialenosts od osi otdania. Ako je zrejmé, vzdialenostaziskd zavazi od osi

ot&ania su rovnaké. Obe kyvadla v stave pokoja sWvisdeg polohet. j. ¢1 = 0, ¢2 = 0.

NasSe kyvadla su fyzikalne kyvadia,j. telesd kmitajuce okolo osi neprechadzajiucej ich
taziskom. Len poznamenajme, Ze druhy typ kyvadl&pamy vo fyzike je matematické kyvadlo,
¢o je hmotny bod upevneny na nehmotnej.tfEvidentne naSe kyvadlafélej len kyvadla) by
mohli by’ povazované za matematické len Bkyen priblizenim.
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Diferencialne rovnice (1), (2) uvedené’alSom texte reprezentujuce pohyb kyvadiel su
odvodené za predpokladu, Zze na kazdé z kyvadiallqppden tiazova sila v jehtiazisku a elasticka
sila pruziny s pbésobiskom zrejme v bode upevnemni#Zipy ku kyvadlu. Zanedbavame teda
zmen3ovanie amplitudy kmitov kyvadiel v dosledkmehia (najmé v loziskach, odpor vzduchu).
Pripad zn&ného timenia ma pre prax maly vyznam, pretoZe viaghlyviiovanie sa kyvadiel je
slabé v porovnani s vplyvom timenia. Pohybové roeriu opisanej sustavy dvoch spriahnutych

kyvadiel v pripade, z9,|,|#,| <5°, potom st
d’g, _

|~z = Mo, +ka’ (6, -¢,) (1)
! ddtqzz =-mgdp, - ka’ (¢2 - ¢1)' 2)

kdeI je moment zotrvénosti kyvadiel, ktory je dany gtom pravych stran vahov (28) a (30).

Prvé¢leny na pravej strane (1) a (2) predstavuju moméagovych sil, druh&leny na
pravej strane tychto rovnic st momenty elastickgdhpdsobiacich na kyvadla. VSetky tieto
momenty potla pravidiel uéovania smeru vektorového &du su kolmé na rovinu kmitania
kyvadiel. Ak teda stotoznime tato rovinu s rovinoy os zbude nainu kolma a jediné nenulové
zlozky momentov tiazovej a elastickej sily bughdve. Velkiny ¢, a ¢, su v naSej konfiguracii
jedinymi nenulovymi —z-ovymi — zlozkami vektorowp, a @,, ktoré su takisto kolmé na rovinu
kmitania kyvadiel, a ted®, a ¢, mdzu nadobldanielen kladné, ale aj zaporné hodnoty lfzod
toho,¢i su @,, @, orientované pred tuto rovinu alebo za tato ro\iu

Odvodenie vyrazov pre momenty tiazovych sil péscbh na fyzikalne kyvadlo je
podrobne uvedené v Ulohe “Moment zotimasti fyzikalneho kyvadla” [2]. Preto tu ukaZzema le
platnos druhych vyrazov na pravej strane rovnic (1) a€pyezentujucich momenty elastickych sil
za predpokladi, |,|¢,| < 5°.

UvaZujme najprv situaciu ako na Obr. 2a,b — razkme prvé kyvadlo tak, aby amplitida
jeho kmitov nepresiahla 5°, pom druhé kyvadlo fixujeme v jeho rovnovaznej polodbr. 2a

y

(b)

Obr. 2.
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zobrazuje konfiguréaciu, v ktorej je prvé kyvadlochylené vpravo od svojej rovnovaznej polohy
ouhol |¢,|. KedZe pruzina je vtejto konfiguracii séena, na kmitajice kyvadlo v mieste

upevnenia pruziny k nemu poésobi siﬁﬁ\ prakticky horizontalne a dava. Stldenie pruziny je
evidentne rovné a, sing,| = asing,| Jalg,| = ag,, pretoze ¢, >0 pre vychylky kmitajliceho
kyvadla vpravo od jeho rovnovaznej polohy, kedyteekp, je orientovany pred rovinu kmitania
kyvadiel. Potom ‘Ifl‘ =kag, avdkos’ momentu sily If1 vzhladom na os otania Q je

7| =|§1”|51‘sin90°=ka2¢1, kde sme za predpokladu, ¥#|<5°, povazovali vektoryd, a F,

s dobrou presn@eu za kolmé. Pretoza, a F, leZia v rovine kmitania kyvadiel, je vektor moment
elastickej silyF, pdsobiacej na kmitajlce kyvadiy kolmy na tdto rovinu a je orientovany #a,

pretoZe rotéciagd, do smeruF, pozdZ kratSieho uhla zvieraného tymito vektormi sa jspoza
roviny kmitania kyvadiel v smere proti chodu hodigioch réiciek. Je teda jeho jedina nenulova
zlozka zapornd, j. 7,, = —ka’g,, ¢o suhlasi s druhylenom na pravej strane (1), @& =0.

Na Obr. 2b vidime druhi moznu konfiguraciu kyvadek druhé z nich je fixované vo
svojej rovnovaznej polohe — prvé kyvadlo je v p@ohdavo od svojej rovnovaznej polohy.
Pruzina je teda natiahnutd asing,| Dag,| = -ag,. Znamienko “-” v poslednom vyraze je dané
tym, ze ¢, <0, pretoze vektowp, je orientovany za rovinu kmitania kyvadiel. K&e elasticka sila

F, je orientovana opme ako v konfigurécii na Obr. 2a, aj vektor mometeito sily 7, vzhradom
na os otéania Q bude orientovany opae, a teda pred rovinu kmitania kyvadiel (rotagjado

smeruF, pozd? kratSieho uhla zvieraného tymito vektormi sa gwied roviny kmitania kyvadiel

v smere proti chodu hodinovych¢itiek). Bude teda jeho jedina nenulova zlozka klagisio, t. j.
bude dana tym istym vyrazom, ako v konfiguracii razienej na Obr. 2a, ateda druflgn na
pravej strane (1) preg, =0
y naozaj predstavuje moment
elastickej sily pruziny
vzhadom na os otania Q pre
Pubovd’nu polohu
pohybujuceho sa kyvadla.
Napokon uvazujme
situaciu ako na Obr. 1, ktora je
prekreslend aj s prislusnymi
vektormi na Obr. 3. Obe
kyvadldA sa pohybuju aje
zobrazeny okamih, kié st obe
vychylené doprava, pom
#,|>|¢,| astale plati, Zze

amplitady vychyliek kyvadiel
z ich rovnovaznych poléh su
nanajvys rovné 5°. PruZina je
teda natiahnuta a elastické sily
posobiace na kyvadla budu
orientované tak, ako suU
zakreslené, pkbm su rovnako
vel'ké a opdane orientovane.
Natiahnutie pruziny je
Obr. 3. evidentne rovné
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asing, —asing, Ja(g, -#,) (¢, a ¢, st kladnésisla), ateda‘lfl‘:‘lfz‘:ka(% ~¢,). Ako je

zrejmé, moment silyF, vzhtadom na os Qje orientovany pred rovinu kmitania kyvadiel, tak?
jeho jedind nenulova zlozka bude kladiiglo dané vyrazont,, = ka’*(¢, — ¢, .)Naopak moment
sily F, vzhladom na os ©je orientovany za rovinu kmitania kyvadiel,j. jeho jedina nenulova

zlozka bude zapornéslo vyjadrené vyrazont,, = -ka’*(¢, — ¢, .)Ako teda vidime, dostali sme
vysledky konzistentné s druhyrdlienmi na pravej strane rovnic (1) a (2). Uplne agiaké Gvahy
by sme mohli uroli aj pre ostatné mozné konfiguracie kyvadiel. Daspgl sme k rovnakym
vyrazom.

Rovnice (1) a (2) sa od znamych rovnic pre neigkigvadla odliSuju prave letlenom

2
ka?(¢, — ¢,). Pomery= r:?;d uréuje ve’kos vzajomného pdsobenia kyvadiel a nazyva sa

koeficientom spriahnutia.
Sustavu rovnic (1), (2) méZeme uprago tvaru

d? mgd ka® ka®
dfl +( J + J¢1_ ¢2 =0 (3)
t | | |
d? mgd ka® ka?

Upevnenim jedného z kyvadiel v rovnovazmaphe,éo sme analyzovali v predchadzajucom
texte, dostaneme tzv. parciadlnu sustavu. Ako Vidiglanych rovnic (3), (4) parcialna uhlova
frekvencia bude pre obe kyvadla rovnaka a to

d ka’

Scitanim a oditanim rovnic (1) a (2) dostaneme

‘ (ﬁt:¢2)=-m|gd(¢l+¢2) (6)
d*(¢,-¢,) _ _mgd+2ka . _
dtz - | (¢1 ¢2) (7)

Ak zavedieme ozrignie
, _mgd = mgd+ 2ka’

== W= ®)
a pomocne premenng,, a, vztahmi
¢, +¢,=2a, 9)
¢1_¢2 = 202 (10)
potom rovnice (6), (7) méZeme zapisa
d’a
i L= -wia, (11)
d’a
dt22 = -wia, . (12)

Frekvenciew, a w, su vlastne frekvencie naSej sustavy spriahnutysfadiel. Vyhoda zavedenia
a,, a, jevtom, Ze pre tieto veiny sme dostali jednoduché rovnice harmonickycht&milch
vSeobecné rieSenia su:

a =A cos(a)lt + ¢’1) (13)

a, = Beos(a,t +¢,) . (14)
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Tieto rieSenia vyhovuju rovniciam (11), (12) prizkkej vd’be konstantA, B, @, @. Ich ugenim
mozno splni patiatocné podmienky. Z (13) a (14) potom pomocou (9), (b@me

g, =a +a, = Acos(a)lt + (q) + Bcos(a)zt + (02) (15)

g, =a,—a,= Acos(a)lt + (q) - Bcos(a)zt + (02) . (16)
Tieto vychylky kyvadielg,, ¢, ako funkcietasu popisuju pohyb spriahnutych kyvadiel vSeobecne.
VSimnime si teraz niektoré vyzé&ee pripady, dané Specialnou’sou A, B. UvaZzujme

a) Ak B =0 vtedy jeg, = ¢,
$, =9, = Acodwt +q) (17)

To odpoveda situacii, kie obidve kyvadla kmitaju subezne s uhlovou frekveactw, a ich
vychylky a rychlosti su v kazdogasovom okamihu, teda idaset = 0 rovnake.

b) Ak A=0 vtedyje ¢, = -9,

$,=~¢,=Bcos(at +¢,) . (18)
V tomto pripade vychylky a aj rychlosti obidvochviagliel su v kazdontasovom okamihu, teda i
v ¢aset = 0 navzajom op&ne. Obidve kyvadla kmitaju s uhlovou frekvenciow.

Taky pohyb sustavy, pri ktorom kazdy jélen vykonava kmitavy pohyb s rovnakou
frekvenciou, nazyvame normalnymi (vlastnymi) kmitnzi rovnic (15), (16) vidime, Ze kmity
s jednou frekvenciou nastanu len ak jedna z kohZtaR je nulova. Dva uvedené vyziree druhy
kmitov (subezné a protibezné) su teda normalnyniirkimejto sustavy a inych uz niet. Z (15), (16)
tiez vidime, Ze vSeobecny pohyb tejto sustavy aeste zlozenim dvoch normalnych kmitani.

c) Ked A=B, @ =@ =0.

To odpoveda pripadu, &ev ¢aset = 0 druhé kyvadlo ma nulovu vychylku aj rychfogprvé ma
vychylku rovnu 2 a nulovu rychlog. Z rovnic (15), (16) dostaneme pomocotteuych vzorcov

- +
¢1(t):[mws%t}wsut (19)

- +
¢2(t){msm%t}wsut | (20)

Ak vazba medzi kyvadlami je slaibg. konStantak je mala, odliSuju say a «» len o malu
hodnotu, ako vidi&zo vz’ahu (8), a ich rozdiel je nepatrny v porovnanitss@tom. Preto vyrazy
v hranatej zatvorke ¥ahov (19), (20) mozZzno povazavaa pomaly sa meniace amplitudy
kmitov funkcie cos[(, + w,)/2t]. Priklad takychto kmitov je znazorneny na Obr.\&l’adom na

ich charakter ich nazyvame razy. Obr. 4 zrejme ari@ge razy (20)1. j. kmity druhého kyvadla.
Ako vidime, razy sa opakuju s periédauradianov o je polovica peridédy funkcii sinus a kosinus.
Ako je zrejmé, je to peridda, s ktorou sa opakljgoliitna hodnota amplitady tychto funkcii. Musi
teda platf

%(t+Tr):%t+ﬂ, (21)
odkial’ pre perioduTl, razov v sekundach dostavame
2n
T, = . (22)
W, -

K tomu istému vysledku dospejeme, ak si uvedomiteajhlova frekvencia razov j@, —w, t. |.
dvojndsobok uhlovej frekvencie vystupujicej v argmboch goniometrickych funkcii v hranatych
zatvorkach (19) a (20). Polovida sa rovn&asut,vymeny energie medzi kyvadlami

(23)
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F1 - sin{x)*cos{15x), F2 - sin{x}, F3 - -sin{x)

2 a 2 4 & a 10 12
115 1 1 1 | 1 1 1 I 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 I 1 1 1 | 1 1 1 1_I5
1 1
0,5 05
o 0
0,5 - Bt
4 g
-1-'5 I I I | 1 I I I I I 1 | I 1 I | 1 I I I I I 1 | I I I -1-'5
2 a 2 4 6 a 10 12
s[rad]
Obr. 4.

Ako je zrejmé aj z Obr. 4 a zo vzorcov (19), (20)]e ¢as, za ktory kyvadlo, ktoré bolo vaitom

okamihu v pokoji, nadobudne maximalnu vychylku saokmitania, kym druhé z kyvadiel prejde
za tentocasovy Usek zo stavu kmitania s maximalnou vychyldoustavu pokoja. Takéto stavy,
ked jedno z kyvadiel je prave v pokoji a druhé praweitk s maximélnou vychylkou, nastavaju
vzdy, kel argumenty goniometrickych funkcii vystupujucicthnanatych zatvorkach rovnic (19),
(20) sa rovné celtiselnym nasobkonm /2. Kyvadla si teda z#&as t, vymenia energiu a tato

vymena prebieha neustéle.

Moment zotrv@&nosti ar’azisko kyvadiel:
Aby sme vedeli vypétat teoretické hodnoty uhlovych
frekvencii w,, &4 a w, zo vzZahov (5) a (8), musime

odvodt vzorce pre moment zotr¥naosti | kyvadiel
vzh'adom na os ot@nia a vzdialena’sd osi ot&ania od
taziska kyvadiel. Moment zotrgmosti | urtime ako
superpoziciu momentu zotugosti |, valcového zavazia
vzhladom na os ot@ania a momentu zotréaosti I, tyce,

na ktorej je zavazie zavesenég¢paného tiez vzfadom na
os ot&ania. Budeme pritom predpoklataze zavazie je
upevnené na ty tak, Ze rovina jeho dolnej podstavy splyva
s rovinou dolného koncadg. Pre lepSie pochopenie nasho
postupu najskér vygdtame moment zotréaosti |,

spojittho homogénneho valca o vysSke a polomere
Obr. 5 podstavyR vzhladom na os prechadzajutaziskom valca

y

-
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a kolm( na pozidnu os valcat. j. priamku spéjajlicu stredy jeho podstav. Tuto priarstiotoZznime
S 0sowz a pa&iatok suradnicovej sustavy polozime tthZiska valca. Situacia je vyobrazena na Obr.
5. Ako vidno, oy je os, vziiadom na ktord,, pccitame.

Za (elom nasho vypdiu sa na valec o hmotnostn, budeme pozefaako na subor

nekonéne véa kruhovych dosiek o polomeRea infinitezimalnej hrabkezuloZenych jedna véd
druhej. Moment zotrvaosti jednej takejto dosky je viddom na os leziacu v rovine dosky
a rovnobeznu s ogyt. j. prechadzajucu ajpziskom dosky, dany vzorcom

2 4
dl,, = d”ZR - p’f dz, (24)

kdedm, je hmotnos dosky ap je hustota materialu, z ktorého je valec vyrobdéhgtom moment

zotrvanosti dl,, dosky, ktora je v polohe so suradnicguvzh’adom na og/ uréime pomocou
Steinerovej vety, ktor4 znie:

Moment zotrvénosti telesa vzZladom na os O neprechadzajucu jefaziskom sa rovna stu
momentu zotrwanosti tohto telesa vZadom na os prechadzajucu jeh@ziskom a s osou
O rovnobeZnou a sinu jeho hmotnosti a Stvorca kolmej vzdialenostiabosi.

V naSom pripade teda
PoR*
di, =dl,, +(dm,)z? =sz+ PTR?*z%dz (25)

Moment zotrvanosti |, potom ziskame sfom nekonéného pdétu infinitezimalnych prispevkov
(25),t. j. integréaciou (25) pdthzod —h /2 po h /2, ¢o dava
_mR* mh’
l, =——+ Y. 26
Vo4 12 (6)
Teraz moOzeme vygitat moment zotrvénosti | . nasho zavazia, teda valcovej vrstvy

o vnutornom polomere, vonkajSom polomerdR a vySkeh vzhadom na os prechadzajucu jej
taziskom akolmd na jej pokthu os, k& od |, danom rovnicou (26) @itame moment

zotrvatnosti valca o polomerg vyskeh a hmotnostim, , vzh'adom na tdto os, @om pouZijeme
tieZ rovnicu (26) s vysledkom

_mR mh® (m,r* m ) prho o mb?
o4 12 4 12 5 ¢ )" @7)
kde m=m, -m,, je hmotno§ nasho zavazia. S vyuzitim Steinerovej vety a (EWment
zotrvanosti zavazia vZltadom na os otania kyvadla je dany vyjadrenim

h? _ orh mk? h)’
Il:ILT'HT(L_Ll_Ej =T(R4_r4)+f+rf(l—_|—1_§j ' (28)

kde L, je vzdialenos osi ot&ania od horného konca kyvadiel.
Pri vypaite momentu zotrvmosti |, tyce, na ktorej je upevnené valcové zavazie,
vzhladom na os otania kyvadiel postupujeme podobne ako pri Weodl,. Ty¢ rozdelime na

nekonéne veéa kruhovych dosiek o polomerea infinitezimalnej hribkelz a v analégii s (24) a
(25) vyjadrime moment zotrgaosti lubovd’nej takejto dosky, ktora je v polohena osi
z, vzhladom na os otania kyvadla, ktoru stotoZnime s ogpoiDostaneme vyraz

4
dl, :%dz+ptﬂ222dz, (29)

kde p, je hustota materialu, z ktorého j& tyyrobena. Vyjadrenie (29) budeme integroea — L,
po L, =L -L, adostaneme tak
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r2
|2:m4 +%(L2+Lﬁ). (30)

S&et pravych stran (28) a (30) nAm dava vyjadrene moment zotrvmosti kazdého z naSich

Ulohy:

kyvadiel vzitadom na ich os otania.
Aby sme zistili vzdialenasd osi ot&ania kyvadla od jeho
Ll\Z\ taziska, musime zrejme ngjspolohu taziska kyvadla. Stale
predpokladame, ze zavazie je n& fyvadla upevnené tak, Ze rovina
O jeho dolnej podstavy je totoZzna s rovinou dolnefigiavy tyge. Pri
uréovani d vyuzijeme fakt, Ze vieme polohtazisk zavaZia adg
vzhfadom na ich symetriu. Budeme predpokiadde hmotnosti
d zavazia atye su sustredené do hmotnych bodov umiestnenych v
tychto taziskach. Za &lom nasho vyptiu stotoznime podénu os
kyvadla,t. j. priamku prechadzajucu stredmi jeho podstav, s osou
L  Nech paiatok O osix je v jej prieséniku s osou otéania. Kel'ze
taZziska zavazia adg, a teda aj hmotné body ich reprezentujlce, lezia
na osix, bude ajtazisko kyvadla lezana osix, ¢o je aj zrejmé zo
T symetrie kyvadiel. Situacia je zndzornena na Obr. 6
Vzhradom na vysSie uvedené fakty polofaziskaT kyvadla
vzh'adom na pé&iatok osix O zistime zo znameho vzorca pre nagr.
ovu suradnicwaziska pouzitého pre nas problém
_,_m(L/2-L)+m(L-L,-L/2)
X =d= ,

(31)
m +m
X kde vyrazy v okruhlych zéatvorkach sk-qvé) suradnicetazisk
zavazia at§e, t. j. polohy tychtotazisk na osk vzh'adom na jej

Obr. 6. poiatok v bode O.

Pomocou suboru merani uvedenom nizSie vySetritdykepriahnutej sustavy dvoch rovnakych
kyvadiel v zavislosti od zmeny vazbove] vzdialenost pruziny K od osi otéania. Prislusné
veliciny merajte pre vazboveé vzdialenosti 45 cm, 50 ¢5& am.

1.
2.

Zmerajte konsStantu pruZzirkya parametre kyvadla potrebné naemiel ad.
Urcte uhloveé frekvenciew,, «, w, pomocou nasnimania priebehu prislusnych kmitov

systémom IP Coach. Tietdsla porovnajte s teoretickymi vygtami na zaklade rovnic (5)
a (8).

. Ur¢te uhlova frekvenciu? razov pomocou nasnimania ich priebehu systémo@olith a

porovnajte tieta? s hodnotami ziskanymi pba vzahu® = a» - w. Za @) a w, dosal'te

jednak hodnoty ziskané v bode 2 pomocou systém@dach, jednak hodnoty teoretické
zistené z rovnic (5) a (8).

. Ur¢te hodnotwasut, vymeny energie pomocou uhlovej frekvencie razburcenej v bode

3 nasnimanim ich priebehu pomocou systému IP Cegplaitom z rovnice (23), kde zay
a w, dosal'te jednak hodnoty ziskané v bode 2 pomocou systBn@oach, jednak hodnoty
teoretické zistené z rovnic (8), i meranim stopkami

. Pomocou v#ahu (33) vypeitajte koeficient vazby pouzijuc jednak uhlové frekvencie

zistené nasnimanim kmitov pomocou systému IP Cogethnak uhlové frekvencie
vypccitané z rovnic (8) — bod 2. Pouzijuc tieto hodngtya prislusnu uhlova frekvenciu
parcialnych kmitova, vypcitajte uhlovu frekvenciu razov z priblizného vzo(8a).
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Postup merania a vyhodnotenie vysledkov:

1.

Urcte moment zotrwaosti kyvadla | a vzdialeno$ d osi ot&ania od taziska za
predpokladu, Ze zavazie je n&itypevnené tak, Ze jeho rovina jeho dolnej podstavy
totoZzna s rovinou dolnej podstavycey Pouzite teda vzorce (28), (30) a (31). Za tymto
Gcelom zmerajte nasledovné parametre zavaZzidea ty
(a) Odvazte zavazie so Srobom, pomocou ktorého jéilupevnenét. j. zistitem, a bez
Srébu — tuto hmotndoznate m' . Takisto odvazte ty ¢im urite parametem,.
(b) Posuvnym meradlom zmerajte vnutorny priemer zavés@nkajSi priemer zavazia
D aztychto udajov vypotajte vnutorny polomer zavazia a vonkajSi polomer
zavaziaR. Dalej posuvnym meradlom zmerajte vySku zavazia
(c) Metrom odmerajte idku tyée L a vzdialenog L, osi ot&ania kyvadla od blizSieho
(horného) konca te. Priemer t§e je zrejme totoZzny s vnutornym priemerom
zavaziar, ktory uz bol zisteny v bode (b).
(d) Urcte hustotup materialu, z ktorého je vyrobeny valec, pomocoorea
m m
V-V (R -m?)h-mZ(R-r)’
kder je polomer kanalika, do ktorého sa zaskrutkovagh.sfento zistite z merania
priemeru kanalika_, posuvnym meradlom.

Zistite konsStantu pruzink pomocou vzorcaF = kx, kde F je va’kos’ sily, pésobenim
ktorej sa pruzina pré# o x. Na to zmerajte préenie pruzinyx. z jej relaxovanej polohy
pre 5 zéazi odstupovanych po 25 g. Zaite sm, =25 g, ¢o je hmotnos misky, na ktoru
budete davazavazia. Je zrejme, ze budke=G, =mg=kXx, i =1...5, kdeg= 981
ms?. Je tedak, =mg/x, 1 =1...5. Ztakto zistenych hodn0k, najdite aritmeticky
priemer a tento pouzite pri vy@och uhlovych frekvencity, a w, z rovnic (5) a (8).
Upevnite pruzinu ku kyvadlam tak, aby vzdialethge bodov upevnenia na kyvadla a osi
ot&ania,t. j. vizbova vzdialenvsa, bola 45 cm.

Upevnite senzor na snimanie kmitov na stenu a peipo k p@itacu. Otvorte IP Coach.
Parcialnu frekvenciuw, budeme meta ked jedno kyvadlo upevnime v jeho rovnovaznej
polohe adruhé vychylime o uhdlg|<5° a pustime. Frekvencie subeznych kmitov
w budeme metav situacii, ke’ obe kyvadla vychylime na ta istd stranu o rovnakyl

| |<5° apustime. Pri protibeZznych kmitoch zase vychylkgeadla na op&né strany o
rovnaky uhol|¢ |<5° a pustime. Nasnimavanie kmitov kyvadietrea po kliknuti na
tlacitko Start — zeleny kruzok so Sipkow v okne IP Coach a sk®hautomaticky po
uplynuti predvolenej doby snimania.

RozliSenie na zvislej osi grafu so zobrazenym kmiita — signalom — nastavime na
maximalne mozné kliknutim pravym tigkom na mysi na tento graf afmu Lupa
automaticky. Dalej postupujeme tak, Ze appravym tl&itkom na mysi klikneme na graf
so zobrazenym signalom. Ak chceme tento signal wghaklikneme naVymazat’
hodnoty. Ak chceme signal spracai&likneme naSpracuj/Analyzuj. ZvolimeFitovanie
funkciou. Zobrazi sa panel s nazvoiFitovanie. Vnom vyberiemeTyp funkcie —
sinusoidu asinpox+c)+d , kde x predstavujecas v sekundach. Potom klikneme na

Odhadnut’ a Vylepsit’. Takto dostaneme dve krivky — graf pévodného diga&inusoidu,
ktorou ho fitujeme — fitovaciu sinusoidu. TaktieZus&zu hodnoty koeficientos, b, ¢ ad,
ktoré odpovedaju fitovacej sinusoide. Je zrejmé,ubvej frekvencii kmitov, ktoru
chceme zisti, odpoveda koeficieri. PanelFitovanie zatvorime kliknutim n&Zrusit’.

!

p= (32)
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7. Uhlové frekvencie zistené v bodoch 5 a 6, ktoréadime w,,, @W,, W, pPOrovname
s prislusnymi uhlovymi frekvenciami vypidganymi z rovnic (5) a (8), ktoré ozfime w,

W, &, .

8. Kliknutim na tl&itko s hodinami v IP Coach dostanete panel, nahkianastavt€éas okolo
100 s. Kym jedno kyvadlo je v pokoiji, druhé vytteyo uhol| ¢ < 5° a pustite. Nasnimajte
priebeh kmitov — razy. Pre denie ich uhlovej frekvencie potrebujeme zisth periédu
v sekundach¢o je doba trvania jedného razu. Z nasnimaného géaduhodnotu ogitame
tak, Ze klikneme pravym t#&kom na mysSi na graf rdzov a zvolime postupne
Spracuj/Analyzuj aVyber/Odstran data. UkadZze sa panéVybrat’/Odstranit’ Data, na
ktorom je nads graf. Kliknutim na tento graf a pashiimraveho tlgitka na mysi na zvislej
Ciarkovanej ciare moézeme tutatiaru posuvé atak zhruba it periédu razov,t. j.
vzdialenog medzi dvoma susednymi minimami signalu. Podobektah6Zzeme dosiahriu
aj tak, Ze po Kliknuti n&pracuj/Analyzuj zvolime aplikaciuSklon, kde pohybujeme
osovym krizom po grafe v okr&klon grafu (Gradient) len postvanim mySi bez stenia
praveho,ci Tavého tl&itka. Z jednym alebo druhym spésobom zistenej plgriczov T,
l'ahko zistime ich uhlova frekvenciQ ., = 277/T, . Tuto hodnotu porovname s hodnotou
zistenou vypstom pouzijuc uhlové frekvencie normalnych kmitowdnek zistenych
v bodoch 5 a 6 pomocou systému IP Coadh, Q -, = w,p — W,p, jednak pouzijuahlové
frekvencie normalnych kmitov vygdané zo vzorcov (8kim dostanemé = w, — .

9. Zo vztahu (23) vypoitajte cas vymeny energie pouzijuc uhlové frekvencie nonyci
kmitov awp, app Najdené pomocou systému IP Coactest,,, uhlové frekvenciew,,
w, zistené vypstom zo vzorcov (8) <€as t,, uhlovi frekvenciu razov najdena zich
periody T, urcenej z nasnimania razov gedbodu 8 —as t,.,,. Napokon zistitecas
vymeny energie aj priamo meranim stopkami — zmergs najmenej piatich vymien
energie, takzéas vymeny energie bude potom pomer tafatsu a p&tu vymien energie —
¢as tygp -

10.Pomocou rovnic (8) najdeme vyjadrenie pre koeficggmiahnutia

_1j(@)
y= ZKWJ 1] . (33)

Tento vypéitajte pouzijuc ako uhlové frekvencie normalnychitov zistené pomocou
systému IP Coacly,. , w,, vV bodoch 5 a 6, tak teoretické hodnoty uhlovyek¥encii

normalnych kmitovw, w, vypciitané zo véahov (8). Vysledné koeficienty oztie y,, a
y.

11. Zo vzrahov (5) a (8) mozno ndjssuvis medzi parcialnou frekvenciou sustawy,
norméalnymi frekvenciami sustavyy, «» a koeficientom vazbyy. Prislusny vypet
poskytuje vEahy:

@} = w;(1-y) (34)
2 = t1+y). (35)
Potom zrejme uhlova frekvencia razov zaviskoeficientu vazby, a to prostrednictvom

vz’ahu
Q:a)z—a)lza)o(«/1+y—1/ —y). (36)
Pri slabej vazbe vah (36) mdZzeme pisa tvare
Q,=w, ~wW, =W,y . (37)

Vypciitajte uhlovi frekvenciu razov z tohto vzorca jeklpauzijuc y,, a w,, — dostaneme
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Q p,jednakaw, a y vypaitané na zaklade vahov (8) — dostanem@ , . Vysledky

porovnajte s hodnotami uhlovej frekvencieorazistenymi v bode 8.

12. Body 1-11 zopakujte eSte pre vazbovéaledosti 50 cm a 55 cm.

13. Namerané hodnoty zapisujte do dvoch tabuliek.ulledb 1 bude obsahovaveli¢iny
ziskané z nasnimania kmitov pomocou systému IP ICaapripade meranigasu vymeny
energie medzi kyvadlami zatte do tejto tabiky aj ¢cas merany pomocou stopiek,,, .

Tabu’ka 2 bude obsahovaarcialnu uhlovu frekvenciu a uhlové frekvencig@aitané zo
vzorcov (5) a (8) a valiny zistené pomocou tychto uhlovych frekvencii.

Tabuka 1.

a Wyip W p W p QIPl lez top tOrazy tOStop Vie Qprp
leml | s (s s | I8 | s | 0sl | (&1 | (] [s7]
Tablika 2.

a @, W w, Q t, y Q,
eml | s | s} s [ ] &

Kontrolné otazky:

1.

N

NoOo koW

© x

Odvad'te vza’ahy pre momenty elastickych sil posobiace na olvadg, ktoré si dané druhymi
¢lenmi na pravych stranach rovnic (1) a (2).

Na z&klade rovnic (15), (16) a prisluSnycRiptocnych podmienok popiste, aké su to normélne
kmity sustavy dvoch rovnakych spriahnutych kyvaliel

Aké su to parcialne kmity sustavy?

Vysvetlite bez poitania, préo subezné a protibezné kmity st normalnymi kmitmi.

Pre&o jew > w?

Co je koeficient véazby a aka je jeho interpretacia?

Odvad'te vzorce (19) a (20)Cim je dany vznik razovZo je doba vymeny energie medzi
dvoma rovnakymi spriahnutymi kyvadlami?

Aké by boli normalne kmity sustavy troch spriahraltkyvadiel?

Odvad'te vzorec vyjadrujuci moment zotkraosti homogénneho valca Vadom na os
prechadzajuctaziskom valca a kolmu na priamku spajajucu stretip jpodstav.
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