Kvantova mechanika

M. Gintner

1 Motivacia

1.1 I]'spechy fyziky do konca 19. storocia

Klasicka fyzika 19. storocia bola vel'mi uspesnéd vo vysvetleni a popisani vacsiny vtedy znamych
javov:

Klasicka mechanika Pohyby pozemskych a nebeskych telies. Lagrangeov a Hamiltonov formal-
izmus.

Elektrodynamika Zjednoteny opis elektrickych a magnetickych javov. Maxwellove rovnice.
Termodynamika Tepelné stroje.

Statistickd mechanika Odvodenie zgkonov termodynamiky aplikovanim Statistickych zdkonov
na predstavy o diskrétnej struktire hmoty.

1.2 Ziarenie dokonale ¢ierneho telesa

Podl’a klasickej fyziky je objemova hustota energie u tepelného ziarenia na jednotku vlnovej diiky
dokonale ¢ierneho telesa (Rayleigh—Jeans zakon)
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Toto sa zhoduje s experimentom len pre velké vinové diZky A. Celkova vyziarend energia je
umernd integralu [;°(du/d\)d\, ktory ale diverguje pre A — 0.

Planckova hypotéza: steny dokonale ¢ierneho telesa nevyzaruji elmag. ziarenie kontinualne,
ale po davkach — kvantdch — o velkosti

E = hv = hw, hzi, (2)
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kde v = ¢/\ je frekvencia, w = 27 je uhlové frekvencia. Tato hypotéza vedie na
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ktorej priebeh sa zhoduje s experimentalnou krivkou. Rayleigh-Jeansov zakon (1) dostaneme ako
limitny pripad vyrazu (3) pre velké vlnové dlzky, A — oo. Ciselnt zhodu s experimentélnou

krivkou dosiahneme, ked’
h=6,626 x 1071 - s. (4)



1.3 Fotoelektricky jav

Energia elektrénov vyrazenych z kovu nezavisi od intenzity svetla, ale od jeho farby (frekvencie w).
Einsteinovo vysvetlenie (1905): Svetlo je kvantované ako v Planckovej hypotéze. Kazdy elektrén
v kove dokaze pohltit’ len jedno kvantum svetla o energii hw. Kinetickd energia vyletujiceho
elektrénu je potom dana rovnicou

Eyin = hw — A, (5)

kde A je tzv. vystupnd prdca, ¢ize hibka potencialovej jamy, z ktorej sa elektrén musi dostat’, aby
mohol opustit’ kov. Toto spravanie naznacuje, ze kvantovanost’ svetla nie je dosledok Specialneho
produkéného mechanizmu stien dokonale ¢ierneho telesa, ale podstatna vlastnost’ elektromagnet-
ického ziarenia samotného.

1.4 Comptonov jav

Pozorovanie rozptylu RT'G Zziarenia na vol'nych (slabo viazanych) elektrénoch (A. Compton, 1923).
Podl’a klasickej elektrodynamiky sa A\ pri rozptyle nezmeni. Experimentalne pozorovanie je, Ze
N > \. Zhodu s experimentom dostaneme, ak rozptyl RT'G Ziarenia prebieha ako pruznd zrézka
relativistickej castice, ktord ma nulovi hmotnost’ a energiu £ = hv = he/\, s volnym elektrénom.
Vysvetlenie Comptonovho javu nielen potvrdzuje, ze elmag. ziarenie je energeticky kvantované, ale
naviac sa tieto kvantd spravaju ako sudrzné castice s nulovou hmotnost'ou. Tieto castice dostali
nazov fotony.

1.5 Stabilita atéomu

Rutherford zaciatkom 20. storocia (1911—13) zistil, ze atém sa skladd z malého vel'mi t'azkého
jadra s kladnym elektrickym nabojom, okolo ktorého obiehaji ovel’a I'ahSie zaporne nabité elektréony
(Planetdrny model). Elektrén k jadru viaze prit’azlivda Coulombova sila medzi jadrom a elektrénom.
Podla klasickej elektrodynamiky elektricky ndboj pri zrychlenom pohybe vyzaruje elmag. ziarenie.
Elektréon by mal teda pri obehu okolo jadra stracat’ energiu vyzarovanim elmag. ziarenia, v
désledku éoho by padol na jadro za menej ako 10~° s. Toto je v o¢ividnom rozpore s pozorovanou
realitou stability atomov, z ktorych sa skladéd svet okolo nas.

1.6 Atémové spektra
Energia elektrénu v Planetarnom modeli atému je podla klasickej fyziky
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E = §mev2 + V(r), (6)
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W
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(q. je naboj jadra, q. je ndboj elektrénu. Ak elektréon vzdialime nekoneéne d’aleko od jadra, jeho
potencidlna energia je nulova. Ak elektrén obieha okolo jadra, jeho celkova energia je zaporna,
ale inak moze byt’ 'ubovolna. Tuto energiu v absolitnej hodnote nazyvame vdzbovou energiou.
Je to prave energia, ktorii musime elektronu dodat’, aby sme ho od vézby k jadru oslobodili.
Aby sa vol'ny elektron mohol naviazat’ na kladne nabité jadro, musi sa dostatocne znizit’ jeho
celkova energia. Na zdklade predstav o foténoch a ich vlastnostiach, ktoré boli pozorované vo



vysSiespomenutych experimentoch, je rozumné predpokladat’, Ze uvolnend energia bude nesena
jednym foténom reprezentujicim svetlo s vlnovou dizkou \ = he/AE, kde AE' je zmena energie
elektronu. Podobne sa da ocakavat, ze vyziarenim foténu moze dochadzat’ k zmenam energie
uz viazanych elektrénov. Absorbovanim energie fotéonu elektronom by zase bolo mozné energiu
viazaného elektrénu zvysit’, pripadne elektréon od jadra dplne odtrhnit’. Vsimnime si vSak, ze z
tychto predstav nevyplyva nijaké obmedzenie na velkost’ zmien energie elektréonu v elektrostat-
ickom poli atémového jadra v dosledku pohltenia alebo vyziarenia foténu. Ocakavali by sme preto,
ze kazdy atém bude vyzarovat’ a pohlcovat’ fotony vsetkych vlnovych dlzok.

Koncom 19. storocia boli v spektrach Slnka a hviezd pozorované série tmavych ¢iar, ktoré
znamenali absenciu istych vlnovych dizok. Podobné ¢iary boli pozorované v laboratoriach v spek-
tre bieleho svetla, ktoré bolo prepustené cez nadobu s plynom. Poloha tmavych Ciar v spektre
jednoznacne suvisela s chemickym zlozenim plynu. Na druhej strane, elektricka vybojka naplnena
rovnakym plynom vyzarovala svetlo vlnovych dfiok, ktoré prave zodpovedali tmavym ciaram v
predoslom pripade. Tieto pozorovania naznacovali, ze atomy kazdého prvku dokazu vyzarovat’ a
absorbovat’ elektromagnetické zZiarenie len istych vinovych diiok, a ze toto spektrum je pre dany
prvok charakteristické. Takyto diskrétny stubor vlnovych dizok by mohol vzniknuit’, keby elektrony
v atémoch mohli nadobtdat’ len diskrétnu sadu energii. Dovod k takémuto spravaniu elektrénov
v atomoch v8ak klasicka fyzika neposkytuje.

1.7 Bohrov model atému vodika

Na preklenutie rozporov medzi zakonmi klasickej fyziky a pozorovanym spravanim atémov dansky
fyzik Niels Bohr sformuloval (1913) tri postuléty, ktorych aplikovanim bolo mozné opisat’ vtedy
zname vlastnosti atému vodika:

1. Atéom sa moze nachédzat’ len v stavoch s diskrétnymi hodnotami energii;

2. Pri prechode elektrénu medzi diskrétnymi stavmi sa vyziari (pohlti) prave jeden fotén s
frekvenciou v danou vzt'ahom

|E' — E| = hv;

3. Elektréon v atéme sa moze pohybovat’ len po tych kruhovych trajektériach, pri ktorych je
jeho moment hybnosti
L=Nh, N=1,23,...;

Pomocou tohoto modelu bolo mozné spravne spocitat’ vodikové spektrum. Jeho kvantitativne
predpovede vsak zlyhavali pri vSetkych zlozitejsich atémoch.

1.8 Franck-Hertzov pokus

V roku 1913 Franck a Hertz strielali elektrony s energiou £ do nadoby so zriedenym plynom. Vyle-
tujice elektrény na druhej strane nddoby mali diskrétne rozdelené energie £, E', E”, . ... Hodnoty
E—FE' E—FE",... zodpovedali energiam foténov zo spektier atémov pouzitého plynu.



2 Nahliadnutie za (kvantovii) oponu

2.1 Rozmerova analyza — ako a preco to funguje

Skusenost’ nas uci, ze nas svet je poznatelny po Castiach. Napriek tomu, Ze si to bezne neuve-
domujeme, nie je to trividlny fakt. Nepozname princip, ktory by bréanil aj takému usporiadaniu
reality, v ktorej by na predpovedanie priebehu I'ubovolného javu bola potrebna detailna znalost’
stavu celého nasho vesmiru!. Napriek tomu Isaac Newton dokdzal spocitat’ pohyb planét okolo
Slnka, aj ked’ nemal Ziadne znalosti o elektromagnetickom poli, o elementarnych casticiach, ¢i o
rozpinani vesmiru.

Toto je ilustracia nasej skisenosti, ze kazdy doteraz skimany jav v naSom vesmire zjavne sivisel
len s malym poc¢tom inych skutocnosti. Pohyb Mesiaca okolo Zeme dokazeme opisat’, ak pozname
hmotnost’ Zeme a vzdjomnu vzdialenost’ tychto dvoch telies. Na zaklade tychto skutocnosti spolu
so znalost’ou univerzélnej gravitacnej konstanty dostaneme pomerne presny opis pohybu Mesiaca.
Isté malé nepresnosti dokdzeme odstranit’, ak zvazime aj vplyv Slnka a ostatnych planét Slnecnej
sustavy. Drviva vacsina javov prebiehajicich v tomto vesmire vSak nemé pozorovatelny vplyv
na pohyb Mesiaca okolo Zeme. Na druhej strane je ale celkom mozné, ze vplyv celého vesmiru
na tento alebo hociktory iny jav je efektivne zosumarizovany do hodnot zakladnych fyzikalnych
konstant. Toto ale nie je (a este asi dlho nebude) v nasich silach overit’ priamym pozorovanim |,
nakol’ko nedokazeme prevadzat’ experimenty s celym vesmirom.

Zékladnym aspektom poznavacej prace fyzikov je teda zist'ovanie skutocnosti, ktoré su pre
dany jav dolezité. Poznatelnost’ sveta po cCastiach sa v matematickej rovine prejavuje tak, ze
veliciny charakterizujice skimany jav typicky zavisia len na malom pocte inych veli¢in. Zvycajne
veli¢ina kazdého druhu mé pre dany jav len jedného dolezitého zastupcu (jednu délezitd hmot-
nost’, jednu dolezita dIZku, jednu dolezitu rychlost’, atd.) Tieto veli¢iny musia byt’ skombinované
takym sposobom, aby sme dostali spravne jednotky pre vyslednu velicinu. Pokial’ do vzorca vs-
tupuju veliciny s roznymi jednotkami, potom don vstupuju v stuc¢inoch a mocninach. Na tejto
uvahe je zalozend metdda rozmerovej analyzy: vytipujeme si veliciny dolezité pre dany jav a tieto
skombinujeme do jedného vyrazu tak, aby sme dostali spravnu jednotku pre hl'adant veli¢inu.

Rozmerova analyza nie je “zaruceny recept” na hladanie zdkonov fyziky. Urcite nedokaze
identifikovat’ bezrozmerné konstanty, ktoré si casto vo fyzikdlnych vyrazoch pritomné. Skisenost’
ale ukazuje, ze sa tieto konstanty nezvyknu dramaticky lisit’ od jednotky a tak vzt'ahy odvodené
metddou rozmerovej analyzy davaja ¢asto prinajmensom dobré rddové odhady a spravne funkéné
zavislosti. V tejto kapitole sa pokisime vyuzit’ rozmerovi analyzu na identifikaciu javov, ktoré sa
podstatné pre vysvetlenie stavby atéomu.

2.2 Priklady pouzitia rozmerovej analyzy v klasickej fyzike
2.2.1 Periéda matematického kyvadla

Uvazujme matematické kyvadlo: na zavese diiky [ je mala gulicka hmotnosti m. Chceme najst’
dobu kmitu 7.

Tip na dolezité velic¢iny, ktoré by mohli ovplyviiovat’ spravanie sa kyvadla: dizka 1 , hmotnost’
m a ak kyvadlo visi pri zemskom povrchu, potom gravitacné zrychlenie g. V nasledujicej tabul’ke

LOtézkou samozrejme ostéva, ¢ by v takomto vesmire bol mozny vznik inteligencie a rozvoj poznavania.



zosumarizujeme tdaje o jednotkach uvedenych veli¢in

veli¢ina | jednotka | rozmer
l m m
m kg kg (8)
g m-s2 |m-s?
T S S
Funkénd zavislost’ T na [, m, g ma tvar
T =1"m’g, (9)

kde a, 3,7 st nezndme konstanty. Vysledné jednotky na pravej aj lavej strane rovnice (9) sa
musia zhodovat’, ¢ize

(7] = [ [m)”[g]", (10)

kde ako [z] sme oznacili rozmer veli¢iny z. Ked dosadime jednotky z tabulky (8) do (10),
dostaneme
s =m*" . kg’ s (11)

Porovnanim lavej a pravej strany tejto rovnice nijdeme, ze a = 1/2, § = 0a vy = —1/2. To
znamena, ze na zaklade dimenzionalnej analyzy sme nasli, ze

T=\[. (12)

T = 271'\/2 (13)

sa vzt'ah (12) 1isi bezrozmernou konstantou 27. N&§ odhad sa teda od presného vysledku 1isi
skoro faktorom sedem. To nie je ale az také zlé, ked’ si uvedomime, ze lisit’ sa d& aj faktorom
milién alebo aj podstatne viac. Co je ale najdélezitejsie, rozmerovou analjzou sme dostali spravnu
zévislost’ na premennych (prisli sme napriklad na to, ze doba kmitu nezavisi na m, hoci sme tito
veli¢inu do nasich pévodnych dvah zahrnuli). Naviac sme ¢iselne dostali spravny rddovy odhad
vysledku. To je rozhodne vyborny zisk pri tak malej investicii.

Oproti spravnemu vzt’ahu

2.2.2 Doba obehu Zeme okolo Slnka

Na prvy pohlad sa tu zda byt situdcia pre rozmerovi analyzu priliS komplikovana. V hre je
totiz viac ako jedna dolezita hmotnost’, hmotnost’ Zeme my a hmotnost’ Slnka mg. Pri pozornom
postupe vsak zistime, ze toto je len zdanlivy problém.

Pre pohyb Zeme okolo Slnka je zrejme dolezitda hmotnost’ samotnej Zeme ako i sila, ktord na
Zem pdsobi(vid’ 2. Newtonov zdkon). Sila F', ktorou posobi Slnko na Zem, zdvisi od vzdialenosti
r Zeme od Slnka a od gravitaécnych nabojov Slnka a Zeme, ktoré oznacime gs a gz, takze

9s9z
r2 -

F=k (14)



Dolezité veliciny a ich jednotky zosumarizujeme v nasledovnej tabulke

’ veli¢ina ‘ jednotka rozmer

mgz kg kg
r m m (15)
kgsgz | N-m? |kg-m?.-s72
T S S

Ked' dosadime jednotky z tabulky do rozmerovej rovnice
(7] = [kgsg2]*[mz]"Ir]", (16)

dostaneme
s = kg™’ . m3tY . g7 (17)

Téato rovnica je splnend, ak « = —1/2, § =1/2 a v = 3/2. Takze

mz

T =132 :
K9s9z

(18)

Podla principu ekvivalencie je gravitacny naboj umerny (pri vhodnej volbe jednotiek rovny)
hmotnosti telesa. Ked' teda dosadime do (18) vzt'ahy gs = mg a gz = my, dostaneme

T =% —. (19)
R s

Toto sa lisi od presného vysledku opat’ iba bezrozmernym faktorom 27

T = 27732 [ —. (20)
RMg
Niektoré zavery ohl'adom pohybu planét okolo Slnka sa dajui z rozmerovej analyzy ziskat’
presne. Napriklad Keplerov zakon pre pomer obeznych dob dvoch planét

Ti\” 3
(z) = () @)
Ty T2
dostaneme aj z rovnice (19), pretoze v podiele obeznych déb sa spoloéné konstanty vykrétia.

2.3 Hladanie velicin, ktoré su dolezité pre fyziku atomu

Typicky rozmer atému je a ~ 107! m. Horny odhad tohoto é&isla urobil uz v 18. storoéi Ben-
jamin Franklin pomocou experimentu s olejom. Rozlial 5 cm?® oleja na vodnt hladinu. Vd'aka
povrchovym napéatiam sa olej na vode snazi rozliat’ na ¢o najvacsiu plochu, ktord je limitovana
tym, ze hrubka olejovej vrstvy nemoéze byt’ mensia ako velkost’ molekil oleja. Franklinov olej sa
rozlial na plochu 0,2 ha. To znamen4, Ze hribka olejovej vrstvy bola okolo 2,5 x 1079 m.

Ked pozname typicky rozmer atému, mozeme rozmerovu analyzu pouzit’ na hl'adanie veli¢in,
ktoré maju urcujici vplyv na velkost’ atomov. Na zaciatok budme konzervativni a pozrime sa,
aky odhad velkosti atéomu by sme dostali pouzitim veli¢in a konstant klasickej fyziky 19. storocia.
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Pri Planetarnom modeli (ako uz samo meno naznacuje) je situdcia analogickd ako pri obiehani
planét okolo Slnka. Ocakavame preto, ze podstatnymi velicinami budd hmotnost’ elektrénu m, a
elektrické néboje elektrénu a jadra v stcine e? = ¢2/(4mey). Rovnica

[a] = [me]*[e*)" (22)

vedie na
m = kg™ . m3° . 572, (23)

Tato rovnica vSak nema pre «, (3 rieSenie, Co ani nie je prekvapujuice, ked’ si uvedomime, ze ani
Slne¢na sustava nema svoj typicky rozmer, ktory by bol urceny prit’azlivost'ou Slnka a hmotnost'ou
planét. Lubovolne t'azké planéty (alebo umelé druzice) si mo6zu obiehat’ okolo Slnka v 'ubovolne;
vzdialenosti.

Ak sme teda neuspeli pri vysvetl'ovani vel'’kosti atomu s klasickou fyzikou 19. storoc¢ia, musime
sa poobzerat’ po nejakych novinkdch na trhu. A v dobe, o ktorej je re¢, sa vynorili hned’ dve
nové konstanty; rychlost’ svetla ¢ a Planckova konstanta /. Skisme to najskor s rychlost'ou svetla.
Tato konstanta by zrejme vstipila do hry, ak by elektron v atéme bol relativisticky objekt a ak by
vysvetlenie velkosti atému malo korene v relativistickych javoch. Jednotky a hodnoty doélezitych
veli¢in zhrnieme v nasledujicej tabulke.

velicina jednotka rozmer hodnota
Me kg kg 9,1 x 10731
e?=¢q*/(4meg) | N-m? |kg-m?-s72]23x10"% (24)
c m-s ! m-s ! 3 x 108
a m m ?

Rozmerovou analyzou odvodime pre a vzorec

2

e
= _ 25
“ MeC? (25)

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme
a=3x107" m. (26)

Tato hodnota je o 5 rddov mensia ako je typicky rozmer atému. Zda sa teda, ze relativistické
efekty nie si zodpovedné za velkosti atomov.
Skuisme to teraz s Planckovou konstantou

veli¢ina jednotka rozmer hodnota
Me kg kg 9,1 x 1073
e?=q?/(4mgo) | N-m? |kg-m?-s72|2,3x 1078 (27)
h J-s |kg-m?-s71|1,1x107%
a m m ?

Z rozmerovej analyzy dostaneme
h2

mee?’

(28)

S
I



¢o po dosadeni ciselnych hodnot da rozmer
a~0,4x107" m. (29)

Toto ¢islo uz spiﬁa nase ocakavania. Mohlo by to znamenat’, Ze sa nam podarilo identifikovat’
klicové veliciny pre vypocet rozmeru atému a ze novym fundamentilnym parametrom fyziky
mikrosveta na urovni atémov je Planckova konstanta h.

Zaujimavé bude tiez ziskat’ odhad pre typické rychlosti a energie elektronu v atéome. Z
rozmerovej analyzy dostaneme

[\

v:%z2x106m~s_1%0,007c (30)
a’ )
E:%%LLXIO_BJ%%(%V (31)

Vidime, ze typickd rychlost’ elektrénu v atéme je vel'mi mald v porovnani s rychlost'ou svetla.
To je v stulade s predoslym zistenim, Ze ¢ nie je dolezitym parametrom pre opis atému. Odhad
typickej energie dava tiez uspokojujicu hodnotu, ked zvazime, ze vazbova energia elektréonu v
atome vodika je 13,5 eV.

Vidime, ze vd’aka rozmerovej analyze sme dostali najzakladnejsiu predstavu o javoch a cislach,
ktoré budu dolezité pre vybudovanie skutocnej tedrie schopnej opisat’ svet na irovni jednotlivych
atémov. 7 doteraz zistného mozme povedat’, Zze v tejto novej teodrii bude vel'mi dolezitd ilohu
zohravat’ Planckova konstanta a ze pri jej budovani budeme asi nuteni prekrocit’ hranice platnosti
klasickych fyzikdlnych teorii 19. storocia.

21 eV je energia, ktorti ziska elektrén, ked’ ho urychlime potencidlovym rozdielom 1 V. Menovite 1 eV= 1, 602 x
10719 J.



3 Kvantové (Casticové) vlastnosti svetla

3.1 Hybnost’ fotonu

Experimenty a zistenia, ktoré sme opisali vyssie, si dostatocnou motivaciou, aby sme sa zacali
véazne zaoberat’ predstavou, 7e svetlo® sa sklad4 z foténov s energiou

E = hw. (32)

Tento vzt'ah zvazuje dva v klasickej fyzike nezlicitelné pojmy: energiu castice a frekvenciu vlnenia.
Alternativnym parametrom k frekvencii, ktory tiez charakterizuje vlnové procesy, je vinova dlzka
A. V pripade svetla je w = 27 = 27c¢/ A, takze pre energiu foténu mame

B 2rhe B @

E
A A

(33)

Viditel'né svetlo ma vinové deky v intervale 400 nm < A < 700 nm. Tomu zodpovedaji energie
fotonov 1,8 eV pre cervené svetlo az 3,1 eV pre fialové svetlo.

Ked'ze sa fotény pohybuji rychlostou svetla?, st to relativistické ¢astice a pre ich popis je
nevyhnutné pouzit’ Specidlnu teériu relativity. Podla nej sa rychlost'ou svetla mézu pohybovat’
len castice s nulovou hmotnost’ou. Hmotnost’ fotéonu by teda mala byt’ nulova.

Koncom 19. storocia rusky fyzik Lebedev zmeral tlak svetla. Tlak je sila posobiaca na jednotku
plochy a sila, podl'a Newtona, vznika pri odovzdavani hybnosti. To znamenad, Ze svetlo musi mat’
okrem energie aj hybnost’. Ak sa svetlo skladd z fotonov, prirodzene vznika otazka, aku velkd
hybnost’ prenasa jeden foton. Relativisticky vzt’ah medzi energiou a hybnost'ou castice je

E? =m?c! + 5%, (34)

Kedze pre fotén je m = 0, potom hybnost’ foténu je
=== (35)

Pri opise Sirenia vlnenia sa zavadza veli¢ina, ktora obsahuje nielen informéciu o vinovej dlzke, ale

aj o smere Sirenia. Je to vinovy vektor

L9
k= %ﬁ, (36)

kde 7 je jednotkova normala k vinoploche definujica smer Sirenia vlnenia v danom mieste. Ak
sucasne 77 ozna¢ime jednotkovy vektor v smere pohybu foténu, 7 = p/|p |, potom skombinovanim
vzt’ahov (35) a (36) dostaneme pre hybnost’ jedného foténu

7= hk. (37)

3Pojem svetlo budeme v tomto texte pouzivat’ ako synonymum pre elektromagnetické Ziarenie.
4Zrejme v tomto ohl'ade nemajii velmi na vyber. Ako “reprezentantom svetla” im povinnost’ pohybovat’ sa
rychlost'ou ¢ vyplyva takpovediac “zo zakona”.



3.2 Dvojstrbinovy experiment s fotonmi

Od Newtona sa v klasickej fyzike vinie spor o tom, ¢i svetlo ma povahu casticovi alebo vlnovi.
Od polovice 19. storocia sa zdalo, ze spor bol definivne vyrieSeny v prospech vlnenia. Vlnovi pod-
statu nezvratne potvrdzovali javy ako difrakcia a interferencia. Vyvrcholenim bolo, ked’ Maxwell
rieSenim svojich rovnic ukazal, Ze svetlo je elektromagnetické vlnenie.

Uvazujme klasicky experiment s monochromatickym svetlom na dvojstrbine. Zdroj Z mono-
chromatického svetla s vinovou dizkou A svieti na nepriehl'adné rovinné tienidlo S s dvoma tzkymi
Strbinami 1 a 2, ktorych vzdialenost’ je porovnatelnd s vilnovou dizkou svetla. V istej vzdialenosti
za tymto tienidlom je d’alSie rovinné tienidlo T, na ktoré dopada svetlo, ktoré preslo cez Strbiny.
Dokazom vlnovej podstaty svetla z pohl'adu klasickej fyziky je fakt, ze svetlo, ktoré prejde cez
strbinu 1, interferuje so svetlom, ktoré preslo cez strbinu 2. To sa prejavi na tienidle T vznikom
interferencnych pruzkov: svetlych a tmavych miest, ktoré predstavuji miesta s roznou intenzitou
dopadajiceho svetla.

Figure 1: Schéma usporiadania Strbinového experimentu.

Tento efekt nezdvisi od podstaty vlnenia — rovnako by sme ho pozorovali pri zvukovych vinach
alebo vlnach na vodnej hladine — a je notoricky znamy z vlnovej mechaniky ako interferencia
vlnenia. Interferencia vlnenia je dosledkom principu superpozicie: ak na jedno miesto dorazia
dve vlnenia, potom vysledkom je ich sucet. Aby platil princip superpozicie, musi byt’ pohybova
rovnica vlnenia linedrnou diferencidlnou rovnicou.

Pripomenme si v strucnosti, ako v dosledku skladania vlneni vznikéd interferen¢ny obrazec,
ktory pozorujeme na tienidle. Vieme, zZe intenzita vlnenia je priamo timerna jeho amplitiide. Pre
zjednodusenie zivota budeme predpokladat’, Zze konstanta imernosti je rozna jednej. To znamena,
ze ak amplitida vilny prichddzajicej z otvoru 1 je v mieste x tienidla T rovnd komplexnému ¢islu
a1€*°* a amplitida vlny prichddzajicej z otvoru 2 je v tomto istom mieste komplexné Zislo aye*?,
pozorované intenzity od kazdej viny samostatne (ked’ by sme zakryli jeden z otvorov) si

L=ad}, L=aj (38)
Ked’ su obidve strbiny otvorené, dostaneme na tienidle T v danom mieste intenzitu
112 = |a,16i<p1 + CLQ@W’Z|2 = ]1 + ]2 + 2 ]1]2 COS(QOl - QOQ), (39)

ktora, ako vidime, nie je obycajnym suc¢tom intenzit od jednotlivych otvorov.

10



Ak pripustime, Ze sa svetlo skladd z foténov, vznika prirodzend otazka, ako interpretovat’ toto
pozorovanie na foténovej urovni. Z pohladu klasickej fyziky nema zmysel hovorit’ o interferencii
castic. Predstavme, si, ze fotén je ¢asticou klasickej fyziky (napr. hmotny bod), ktord vystrel'ujeme
z0 zdroja Z smerom na tienidlo T s ndhodnym rozptylom, ktory je v mieste T vacsi ako vzdialenost’
oboch strbin. Cast’ foténov vyslanych zdrojom by bola zachytenych uz tienidlom S. Fotén, ktory
by prenikol niektorou zo Strbin, dopadne na tienidlo T. Pri klasickej castici by sme ocakavali, ze
rozlozenie bodov dopadu na T bude ststredené v oblastiach, ktoré si priamkovymi projekciami
zdroja cez Strbiny na tienidlo T. Ak eSte zvazime, ze niektoré castice mohli narazit’ na okraje
strbin a tak zmenit’ povodny smer svojho pohybu, tak mozeme ocakavat’ malé percento bodov
dopadu aj za hranicami tychto oblasti.

Na opis rozlozenia bodov dopadu moézeme zaviest’ pravdepodobnost’ dopadu v danom mi-
este nasledovnym sposobom. Rozdel'me si tienidlo T na velké mnozstvo malych plosok rovnakej
velkosti. Potom pravdepodobnost’, ze vyziareny fotén dopadne do danej plosky definujeme ako
P = n/Nyz, kde Nz je pocet vsetkych foténov, ktoré boli vyziarené zo zdroja Z a n je pocet
fotonov, ktoré dopadli do danej plosky. V pripade, ze by foton bola klasicka castica, ocakavame,
ze pravdepodobnost’ pri obidvoch otvorenych strbinach je

Py =P + P, (40)

kde P, a P, su pravdepodobnosti, ktoré dostaneme, ked’ jedna zo strbin je zatvorena. Ked'ze
kazdy fotén nesie rovnaké kvantum energie, intenzita svetla na danom mieste je imernd hustote
foténov, I1s ~ Pjs. Rovnica (40) je ale v rozpore s pozorovanou zavislost'ou (39) a teda fotény nie
je mozné popisovat’ ako castice klasickej fyziky.
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4 Kvantové (vlnové) vlastnosti elektrénu

4.1 Dvojstrbinovy experiment s elektréonmi

V roku 1927 Davisson a Germer ostrel'ovali monokrystal priudom monoenergetickych elektrénov.
Podl’a klasickych predstav by sme ocakavali, ze jednotlivé elektrony budu interagovat’ s atémami
v krystale v zavislosti od ich individudlnych relativnych poloh. Vysledkom by mal byt viac-
menej chaoticky rozptyl elektréonov. Davisson s Germerom vsak pozorovali, Ze miesta dopadu
rozptylenych elektronov vytvaraju na tienidle interferenéné obrazce. Pritom interferencia je jav,
ktory je vyhradeny vyluc¢ne pre vlnové procesy.

Davissonov-Germerov experiment naznacuje, ze sa elektron, podobne ako foton, nesprava
podla zakonov klasickej fyziky. Podobne ako pri fotone, i tu pozorujeme v jeho spravani vl-
nové aspekty. Preto bude zaujimavé uskutocnit’ aj s elektréonom experiment na dvojstrbine, pri
ktorom tienidlo S s dvoma $trbinami® umiestnime medzi zdroj elektrénov Z a detektorovi stenu
T . Elektrény na tienidle moézeme detekovat’ napriklad pomocou malého GM pocitaca. Pocas
experimentu budeme zaznamenéavat’ polohy detekovanych elektréonov, ked’ jedna alebo druha zo
strbin bude zatvorend a vyniesieme zavislost’ P; a P, na . Ked obidve strbiny otvorime, budeme
svedkami tplne rovnakého spravania sa elektronov, ako sme pozorovali pri foténoch. Ukéze sa, ze
Py nie je rovné P, + P,, ale dostaneme rozlozenie bodov korespondujtce interferenénému obrazcu
(39). V analdgii s inteferenciou svetla by sme tento jav vedeli opisat’ keby sa pohyb elektrénov
riadil nasledovnymi dvoma principmi

1. Pravdepodobnost’ detekcie elektronu v danom bode tienidla je imerna druhej
mocnine absolitnej hodnoty komplexného c¢isla, ktoré budeme nazyvat’ amplitidou
pravdepodobnosti. Ozna¢me amplitudu pravdepodobnosti, ze elektrén vyziareny zdrojom 7
detekujeme v bode z tienidla T ako® (x|Z). Symbol v pravej ¢asti tejto “amplitidove;
zatvorky” oznacuje merany stav, v ktorom sa fyzikalny systém nachddza. Symbol v lavej
casti oznacuje namerany vysledok. Pravdepodobnost’ detekcie elektrénu v bode x na tienidle
T sa dd pomocou amplitudy (z|Z) napisat’ ako

P =|(z|Z)[* (41)

2. Nech sa elektron moze dostat’ do bodu z tienidla T N nezavislymi sposobmi.
Nech kazdému spésobu zodpoveda amplitiida pravdepodobnosti (z|7);,i =1,..., N.
Potom vysledna amplitida pre detekciu elektrénu v bode x je dana stctom

tychto amplitud
N

(@|Z) = (2]Z):. (42)
i=1
V nasom dvojstrbinovom experimente mozeme identifikovat’ dva zasadné sposoby, ako sa
elektron dostane zo zdroja Z do bodu x: cez Strbinu 1 a cez Strbinu 2. Nech tomu zodpovedaji
amplitudy (z|Z); = ay exp(ip1) a (x|Z)2 = az exp(ipz). Pomocou tychto amplitid vieme spocitat’
pravdepodobnosti detekcie elektronu v bode x ak je jedna zo Strbin zatvorena ako

Pr=|{@|Zh[* =ai, Pr=|{x|2)sf* = a3. (43)

5Budeme predpokladat’, ze vzdialenost’ a rozmery $trbin s zvolené tak, aby sa mohla prejavit’ vinové stranka
pohybu elektrénu.
6T4to symbolika moze teraz posobit’ trochu zvlistne, ale neskor sa ukaze ako velmi prakticka.
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Ak obidve strbiny nechame otvorené, potom nevieme povedat’, ktorou z nich detekovany elektrén
presiel a teda podla druhého principu je pravdepodobnost’ jeho detekovania v bode x rovna

P12 = ’<£IZ”Z>1 + <£C’Z>2’2 = Pl + PQ + 2 P1P2 COS(QOl — QOQ) . (44)

interferen¢ny ¢len

Vidime, ze aj pri distribucii elektrénov dostdvame interferencny obrazec analogicky s (39).

Ako sme diskutovali uz pri foténoch, ked’ elektrony chapeme ako klasické gulicky, potom je
vel'mi t'azké vysvetlit’ takéto spravanie. Naviac rovnaky interferenc¢ny obrazec dostaneme aj vtedy,
ked’ je zvazok elektronov emitovanych zo zdroja 7Z taky riedky, ze na drahe medzi Z a T sa v
kazdom okamihu nachadza najviac jeden elektron. To vylucuje moznost’, Ze pozorované spravanie
elektréonov je dosledkom ich vzajomného ovplyviovania sa pocas letu.

V snahe pochopit’ zvlastne spravanie sa elektronov pokusime sa dozvediet’ viac o tom, ¢o sa deje
s elektronom, ked’ leti medzi zdrojom a tienidlom. Za tymto uc¢elom upravime nas dvojstrbinovy
experiment. Ku kazdej strbine postavime zdroj svetla a detektor foténov. Ak bude cez niek-
tord Strbinu prelietat’ elektrén a zrazi sa s fotonom, fotén zmeni smer svojho letu a dopadne do
foténového detektora pri danej strbine. Tak sa dozvieme, cez ktoru Strbinu elektrén preletel.

Takto modifikovany experiment spustime najskor len s jednou otvorenou strbinou, napr. Strbinou 1.
Budeme na fu svietit’ takym silnym? svetlom, aby sa ziaden prelietavajtci elektrén nevyhol
zrazke s foténom. Po mnohondsobnom opakovani experimentu (registracii velkého mnozZstva
elektrénov na T) moézeme spocitat’ pravdepodobnost’, ze elektrén preleti otvorenou $trbinou ako
Py .1 = n1/Nyz, kde Nz je pocet elektrénov vyziarenych zdrojom a n; je pocet foténov deteko-
vanych fotonovym detektorom pri danej strbine. Ak by sme poznali zodpovedajicu amplitidu
pravdepodobnosti (1|Z), potom by sme tito pravdepodobnost’ mohli vyjadrit’ ako

Py1 = [(1|Z)". (45)

Ked’ elektrén preleti strbinou 1, dopadne na tienidlo T. Pravdepodobnost’, ze elektron deteko-
vany v $trbine nijdeme v bode x dostaneme z nésho experimentu ako P;_., = n/n;, kde n je pocet
elektronov detekovanych v malom okoli bodu z. Tuto pravdepodobnost’ by sme mohli vyjadrit’
pomocou amplitudy (z|1) ako

P, = [{zl1)]2 (46)

To, ze sa elektrén zo zdroja dostane do strbiny 1 a odtial’ do bodu x, st na seba nadvazujice
udalosti, kde prvé podmienuje druhti. Vysledni pravdepodobnost’ P, = |(x]|Z)1|* , Ze elektrén zo
Z ndjdeme v x, mézeme teda vyjadrit’ pomocou (45) a (46) nsledovnym spésobom

Py = PPy = [{z|1)(1|2)]*. (47)

Na zaklade tohoto pozorovania mozeme sformulovat’ tretie pravidlo pre amplitudy pravdepodob-
nosti:

3. Nech amplitiida pravdepodobnosti, ze elektrén zo zdroja Z detekujeme v Strbine
1 je (1]Z). Nech amplitida pravdepodobnosti, Ze elektrén zo Strbiny 1 bude
detekovany v bode z tienidla T je (z|1). Potom amplitiidu pravdepodobnosti, ze
elektrén zo zdroja Z bude detekovany v bode z (Strbina 2 je zatvorend), moézeme
vyjadrit’ ako

(z[Z)1 = (z|1)(1]Z). (48)

7Ako sme uz diskutovali, intenzita svetla podla foténovej hypotézy sivisi s velkost'ou toku foténov.
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Analogicky, ak je zatvorend Strbina 1 a otvorend Strbina 2, potom

(x[2)2 = (x]2)(2|Z). (49)

Pozrime sa teraz na situaciu, ked’ si otvorené obidve Strbiny a foténmi detekujeme kazdy pre-
chod elektronu strbinou. Zo zdroja budeme opat’ vystrelovat’ po jednom elektréne a do nasich
zaznamov o mieste detekcie na tienidle T pridame aj ¢islo Strbiny, cez ktoru prislusny elektrén
preletel. Ocakavame, ze tento pokus by mohol vniest’ viac svetla do pochopenia zvlastneho
spravania elektrénov! Avsak vyhodnotenie vysledkov tohoto merania nés znacne sklame: inter-
feren¢ny obrazec zmizol a vysledna distribticia elektrénov na tienidle zodpoveda suctu distribucii
z kazdej strbiny

P,=P + P, (50)

Teraz sice vieme o kazdom elektrone povedat’, ktorou strbinou preletel, ale stratili sme samotny
jav, ktory nam mala tato dodato¢na informéacia pomoct’ pochopit’. Avsak po kratkom zamysleni
prideme na to, ze vysledok (50) je len priamym dosledkom elementarnej logiky. Ak o kazdom
elektréne vieme povedat’, ktorou strbinou preletel, potom Pjs = (ny + ns)/Nz musi byt suctom
Pl = nl/NZ a P2 = ng/Nz.

Dokéazeme pochopit’, preco sa pozorovanim prechodu elektrénov cez Strbiny stratil interferencny
obrazec? Asi nas rychlo napadne, ze elektrén pri zrazke s fotonom tiez zmeni smer svojho letu a
preto sa zmeni aj miesto jeho dopadu®. Hladajme teda sposob ako minimalizovat’ toto narusenie
drahy elektronu. Mozeme svietit’ slabsim svetlom. To ale znamena menej foténov. Nastane
situacia, ze nie kazdy elektron prelietavajici cez strbinu sa zrazi s foténom. Na tienidle budeme
mat’ bodky po elektrénoch, ktoré preleteli Strbinou 1, po elektrénoch, ktoré preleteli Strbinou 2
a tiez po takych, o ktorych nevieme povedat’, ktorou strbinou leteli. Zistime, ze elektrény, ktoré
sa zrazili s foténom, stale vytvaraju obrazec P, + P,, zatial’Co elektrény bez zrazky s fotéonom
vytvaraju interferencny obrazec. To by bolo pochopitelné: fotéonov je sice menej, ale ich energia
neklesla znizenim intenzity svetla. Ak sa teda fotén zrazi s elektrénom, ustedri mu stale rovnako
silny “kopanec” a rovnako narusi povodny obrazec na tienidle.

Silu “kopanca” od fotéonu mozeme znizit’ tak, ze zvacSime vinova dizku pouzitého svetla.
Cim vécsia vinova diZka, tym slabsi “kopanec”, tym menej by mal byt’ naruseny pozorovany in-
terferencény obrazec na tienidle. Je toto cesta ako sa dozvediet’ viac o “interferenénom” spravani
elektréonu? Nuz, musime ¢itatel’a sklamat’. I v tomto pripade narazime na problém. So zvacSovanim
vinovej dfiky sice zmensSujeme velkost’ odovzdanej hybnosti, ale tiez znizujeme aj rozliSovaciu
schopnost’ svetla. O detekovanych foténoch, ktorych vlnova dizka sa priblizi svojou hodnotou
vzdialenosti medzi oboma Strbinami, nebudeme vediet’ povedat’, od ktorej Strbiny prisli a teda
stratime informéciu o tom, ktorou strbinou dotycny elektrén naozaj preletel.

Vyzerd to tak, akoby sa v tomto pripade proti ndm priroda spikla. A naozaj je to tak, avsak
nie len v tomto pripade. Ukazuje sa, ze v prirode existuje principidlne obmedzenie na nasu
schopnost’ siicasne merat’ s 'ubovol'nou presnost’ou hodnoty niektorych veli¢in. A tiez, ze meranie
zasadne ovplyviiuje merany systém. Tieto obmedzenia si velmi malé a preto ich nepozorujeme v
kazdodennom zivote a neobjavuji sa ani v zakonoch klasickej fyziky. Ked’ vsak zacneme studovat’
svet na atémovych rozmeroch, musime ho zobrat’ na vedomie. Tieto obmedzenia sa podla nasho
stcasného chapania nedaju obist®, éo bolo potvrdené aj vo vsetkych doterajsich experimentoch.

8To je samozrejme klasicka tivaha, ale nie je neprirodzené ocakavat, ze interakcia elektrénov s foténmi bude
mat’ vplyv aj na amplitidu pravdepodobnosti.
9Mohlo by sa zdat, ze to nie je ni¢ nové, Ze aj v klasickej fyzike malo kazdé meranie nejaky vplyv na merany
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Ukazuje sa teda, ze ziskanie informacie o tom, ktorou strbinou elektron preletel, zasadne zme-
nilo vysledok dvojstrbinového experimentu. Na zaklade tejto skisenosti je preto vhodné doplnit’
2. pravidlo o amplitiudach pravdepodobnosti: Amplitiidy sa budu scitovat’ len vtedy, ak na
zaklade nasho merania nebudeme vediet’ rozlisit’, ktorou strbinou elektrén preletel.
V takom pripade je vysledna amplitida pravdepodobnosti detekcie elektrénu na T v bode x rovna

(12) = (2] Z)1 + (2]2)2 = (z[1)(1] 2) + (2[2)(2|Z) = }_ (x]i)(i|Z). (51)

i=1,2

Tento vysledok sa da zovSeobecnit’ na pripad, ked’ medzi zdroj Z a tienidlo T vlozime viacero
dosiek s roznymi poctami Strbin. Pridajme napriklad k pévodnej doske s dvoma strbinami 1 a
2 este jednu dosku s troma Strbinami A, B, C. Potom amplitidu pravdepodobnosti, ze elektrén
najdeme v bode x mozeme poskladat’ z nasledovnych casti

(@l Z) = > > (xli)liNil2). (52)

j=A,B,Ci=1,2

Takto by sme mohli pokracovat’, pricom vlozZenie kazdej d’alsej dosky by bolo reprezentované
vlozenim ¢lena typu > |k)(k|, kde s¢itovanie prebieha cez vSetky strbiny v danej doske.

Nesmieme stratit’ zo zretel'a, ze vSetky uvedené vzt'ahy vyjadruji len pravidla skladania am-
plitud pravdepodobnosti, ale nehovoria ni¢ o tom, ako tieto amplitudy vypocitat’. Tieto formélne
vzt’ahy nés vSak mozu navigovat’ k ndjdeniu spravneho matematického jazyka, ktory by mohol
umoznit’ sformulovanie tedrie mikrosveta.

Predpokladame, a d’alsie experimenty to potvrdzuju, Ze nase tri pravidla o amplitidach pravde-
podobnosti sa neobmedzuju len na spravanie sa elektronov a foténov v dvojstrbinovom experi-
mente. Pokusime sa teda naSu skusenost’ z tohoto experimentu zovSeobecnit’ a preformulovat’
tieto tri pravidla v obecnejSej podobe:

1. Nech je fyzikalny systém v stave S. Pravdepodobnost’ namerania vysledku V
v tomto fyzikdlnom systéme je rovna [(V]S)|?, kde (V|S) je komplexné &islo
nazyvané amplitiida pravdepodobnosti.

2. Ak casovy vyvoj systému z danych pociatocnych podmienok 7 formalne rozc¢lenime
na m nezavislych paralelnych spésobov, pre ktoré amplitiidy pravdepodobnosti
namerania vysledku V su (V|Z);, i = 1,...,m, potom celkovd amplitiida pravde-
podobnosti namerania vysledku V je

m

(V|Z)=> (V|Z),.

=1

Ak do experimentu zahrnieme merania, ktoré nam umoznia rozlisit’, ktorym
z tychto sposobov sa systém z pociatoénych podmienok 7 naozaj vyvijal (a
ponechdme vsetky moznosti otvorené), potom pravdepodobnost’ namerania vysledku
V je

P(V|Z) =) _[(V|Z):]*

=1

fyzikalny systém. Zasadny rozdiel ale spociva v tom, ze podla klasickej fyziky sme verili, Ze ndm ni¢ nebréani tento
vplyv 'ubovolne minimalizovat. QM vS8ak tvrdi, Zze v prirode existuji objektivne hranice zvac¢Sovania presnosti a
Ze meranie vo vSeobecnosti zdsadne meni merany systém.
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3. Nazvime “udalost’ou” nameranie vysledku V na systéme, ktorého stav sa vyvijal
z pociatoénych podmienok Z. Ak nejakd udalost’ roz¢lenime na postupnost’ na
seba nadvazujucich podudalosti, potom vysledna amplitida tejto udalosti sa da
napisat’ ako sucin amplitid jednotlivych podudalosti

(VIZ) = (VIAm)(Am|Am-1) - (As|A2)(A2| A1) (A1] Z),

kde Ay, As, ..., A, zohravaju striedavo tilohu meranych vysledkov aj pociatocnych
podmienok pre jednotlivé podudalosti.

4.2 Vlnova dizka elektrénu

V roku 1924 francizsky fyzik Louis de Broglie vyslovil hypotézu, podla ktorej je kazdému
vol'nému elektrénu s hybnost’ou p’ priradend rovinna vlna exp[i(ki” — wt)]. Vzhl'adom na
opisané podobnosti v spravani sa fotonov a elektronov nas neprekvapi, ze de Broglie zvolil

- 1 1
k= —p, =_F. 53
Vlnové dizka elektrénu s hybnost'ou p' teda je
h
7]

Tu je dobré si uvedomit’, ze z de Broglieho hypotézy nie je vobec jasné, ¢o si pod de Broglieho vlnou
predstavit’. Aka& je jej fyzikdlna podstata. Len predpokladame, ze tato vina akymsi sposobom
riadi pohyb elektrénu.

Prirodzene vznikd otézka, ¢o dosadit’ za F v (53). Je to celkovd relativistickd energia elektronu
E = mc? (a prelativisticka hybnost’)? Alebo sa tdto de Broglieho hypotéza vzt’ahuje len na klasické
(v < ¢) elektrény, takze E je povedzme kinetickd energia F = p?/2m? Je fakt, Ze vSetky nase
pozorovania, ktoré viedli k hypotéze (53), sa tykali nerelativistickych elektrénov. V atéme vodika,
pri Davisson-Germerovom experimente, pri interferencii na dvojstrbine, tam vSade mali elektrény
rychlosti omnoho mensie ako rychlost’ svetla. Na zaklade tychto pokusov nevieme ni¢ o tom,
ako by sa spravali relativistické elektrény a teda neméme ani priamu podporu pre de Broglieho
hypotézu. Na strane druhej vak (53) je sucast’ou hypotézy o symetrii medzi elektrénmi a foténmi.
Hypotézy, ktora navrhuje, ze fotony aj elektrony maji spolo¢ni podstatu a podliehaji rovnakému
opisu. Lenze fotony su cisto relativistické castice a teda E v ich opise musi byt relativisticka. V
zadujme uvedenej analdgie je preto prirodzené predpokladat’, ze aj v pripade elektrénov rovnice
(53) st relativistické.

Napriek tomu sa v QM budeme zaoberat’ len casticami pri nerelativistickych rychlostiach
(energidch) a samotnd QM, ktori tu sformulujeme, bude nerelativistickou teériou. To znamend,
ze oblast’ jej platnosti bude ohranicend len na rychlosti malé v porovnani s rychlost’ami svetla. Je
preto uzitocné pozriet’ sa na to, aka je suvislost’ parametrov kawde Broglieho vlny s veli¢inami,
ktoré charakterizuji pohyb elektréonu v nerelativistickom rezime. Pre hybnost’ v limite v < ¢ plati

p= ﬂQ IS o, (55)

C2
takze spravnu vlnovu dizku elektrénu pri malych rychlostiach dostaneme, ked’ v (53) dosadime aj
nerelativistickd hybnost’. Trochu zlozitejsia je situdcia s energiou. Tam pre volny elektron plati

2

2
E = \/m = m02m = mc+ Qp—m = mc® + Epin, (56)
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kde Ej;, je klasicka kineticka energia elektrénu. To znamend, ze frekvencia elektronu je

me2 P2

T

(57)

Ocividne teda ani pri malych rychlostiach nemé6zeme pri vypocte frekvencie de Broglieho viny
ignorovat’ relativisticky prispevok mc?/h, ktory ja ovela vacsi ako druhy ¢len v (57). Ako vsak
neskor uvidime, pritomnost’ prvého ¢lena v (57) nemd vplyv na fyzikdlne meratelné vysledky v
QM.

Aby sme ziskali predstavu o konkrétnych ¢islach, skiisme spocitat’ vinovi dizku elektrénov v
televiznej obrazovke. Tieto elektrony su urychlované typickym napatim okolo 10 kV. Pri tom
jeden elektrén nadobudne kineticki energiu Ej;,, = 10 keV, ¢o je 1,6 x 1071° J. Ked'Ze ide o
nerelativistickt energiu, hybnost’ elektréonu je

P = \/2mEpin = /2 x 9,1x10-31kg x 1,6 x10-15] ~ 5,4x 10 kg m s, (58)

Tomu zodpovedé vinova dizka

h 6,6x10734]
A= — = O X i — ~1,2x10""m = 1,2x 10 *nm. (59)
p  5,4x1072%kg m s

Vidime, ze vlnova dizka elektrénov v TV obrazovke je omnoho mensia ako vlnova dizka viditel'ného
svetla. Ocakavame, ze vlnové vlastnosti elektronov sa prejavia pri interakcii so Struktdrami,
ktorych rozmer bude porovnatelny s vinovou dizkou uvazovanych elektronov. Ked'ze sa v televiznej
obrazovke takéto malé struktiry nenachadzaji, neprejavuji sa ani vlnové vlastnosti elektronov.
Ina vsak bola situdcia pri rozptyle elektrénov na monokrystale, kde typické rozmery atémov, ako
aj ich vzdialenosti, st rddove 10710 m.

Ak je de Broglieho hypotéza krok spravnym smerom k opisu tohoto sveta, potom by mala
platit’ nielen pre elektréony, ale pre akékol'vek objekty nezavisle na ich hmotnostiach a rozme-
roch. Takze v principe by sa vlnové vlastnosti mali prejavit’ aj keby sme striel'ali na dvojstrbinu
napriklad brokmi. Ako je teda mozné, Zze v tomto pripade nevidime interferenény obrazec? Nuz
ak urobime zodpovedajice vypocty pre broky, zistime, ze vzhl'adom na extrémne mali vinova
dizku “brokovych vin” sa maximé a minimé interferenéného obrazca striedaju na vel'mi malych
vzdialenostiach. Ovel'a mensich ako je naSa schopnost’ rozlisit’ polohu broku. Takze rozlozenie
hustoty brokov na tienidle, ktoré by sme namerali, kopiruje len “obdalku” jednotlivych maxim
interferencného obrazca.

Rozmerové skaly objektov a javov, s ktorymi mame osobnu skisenost’ prostrednictvom nasich
zmyslov a ktoré viac-menej zamestnavali fyzikov do konca 19. storocia, boli ovela vacsie ako
de Broglieho vinové dIZky. Podcéiarknime, ze faktorom, ktory rozhoduje o velkosti tychto vinovych
dIZOk, je hodnota Planckovej konstanty. Jej malost’ odsuva pozorovatelné kvantové efekty do
oblasti mikrosveta.

4.3 Bohrova interpretacia de Broglieho viny

De Broglieho vlny su sucast’ou snah o vysvetlenie podivného “vlnového” spravania sa elektréonov,
ktoré sme rozoberali v dvojstrbinovom experimente. Videli sme, Ze podobné spravanie vykazuja
aj fotény a ako sa ukazuje, ide o univerzalnu vlastnost’ vsetkych hmotnych objektov. Hypotéza
Louis de Broglieho nam sice umoznila robit’ kvantitativne odhady vlnovo-casticovych efektov,
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ale nevysvetl'uje povod ani podstatu de Broglieho vlny. Nepodava ani systematicky vyklad jej
vlastnosti: nevieme, ako sa bude tato vlna spravat’, ked’ na elektron bude posobit’ nejaka sila.

Schrodinger vyslovil hypotézu, ze de Broglieho vlna predstavuje rozlozenie hmotnosti castice v
priestore. Ze totiz elektrén nie je mald tuhd gulicka, ale “hmotng vina”. Slabinou tejto predstavy
je, ze kazdy priestorovo lokalizovany vlnovy rozruch sa v neohranicenom priestore a ponechany
sam na seba s casom rozplyva do Sirky. Takze to, ¢o by spociatku vyzeralo ako hmotny bod,
by postupom ¢asu mohlo narast’ do 'ubovolnych rozmerov, ¢i dokonca stratit’ svoju priestorovia
integritu vytvorenim viacerych oddelenych lokdlnych maxim.

Fungujuce vysvetlenie podstaty de Broglieho viny, ktoré je akceptované podnes, sformuloval
dansky fyzik Niels Bohr. Podl'a Bohra, na uplné zadanie stavu elektrénu potrebujeme
poznat’ amplitiidu pravdepodobnosti lokalizacie elektréonu pre kazdy bod priestoru.
To znamend, Ze potrebujeme poznat’ akisi komplexni funkciu polohy (7). V nasej Specidlnej
symbolike by sme mohli tito amplitidu oznagcit’ ako (7|1)). Je to amplitida pravdepodobnosti, ze
elektron, ktory sa nachadza v stave oznacenom pismenom ), bude nijdeny na mieste 7. Jedna
technicka poznamka: vzhl'adom na spojity charakter mnoziny moznych poloh lokalizacie elektrénu
v priestore je [1(7)|* hustotou pravdepodobnosti. Pravdepodobnost’ lokalizécie elektrénu v ne-
jakom kone¢nom priestorovom objeme by sme dostali integrovanim tohoto vyrazu cez uvedeny
objem. Pre infinitezimalny objem d*7 = dxdydz je dané vyrazom

dP = [(F)[* d°r. (60)

Funkcia () sa zvykne nazyvat’ vinovou funkciou.

Pre elektrén v 'ubovol'nom stave musi platit’, ze ak ho budeme hl'adat’ v kazdom bode priestoru,
potom ho urcite najdeme. Matematicky tuto podmienku vyjadruje tzv. normalizacnd podmienka,
ktorid musi vlnova funkcia spiﬁat’

/W(az, y, 2)|? de dy dz =1, (61)

kde integrujeme cez cely trojrozmerny priestor. Tato podmienka znamenad, ze pravdepodobnost’
néajdenia daného elektronu niekde vo vesmire je rovna jedne;.

Podl’a Bohra vIinova funkcia nesie najiplnejsiu mozni informaéciu o stave elektronu. Nemozeme
o stave elektréonu vediet’ viac, nez ¢o ndm o nom hovori vlnova funkcia. Vo vSeobecnosti je teda
principialne vylucené, aby sme vedeli povedat’, kde elektrén ndjdeme. Pre dané miesto (oblast’)
dokazeme predpovedat’ iba pravdepodobnost’, s ktorou tam elektrén bude lokalizovany.

Nemusime azda diskutovat’ o tom, ze stav elektrénu sa moze s ¢asom menit’ (ak by to tak
nebolo, nemali by sme sa vo fyzike prakticky ¢im zaoberat’). To ale znamen4, Ze sa s ¢asom moze
menit’ vilnova funkcia, ktord tento stav opisuje. Zo skiisenosti vieme, ze casovy vyvoj fyzikalnych
systémov zavisi od vonkajsich podmienok (napr. posobiacich sil), v ktorych sa systém nachddza.
Principidlnou otazkou kazdej fyzikalnej tedrie je najdenie pohybovej rovnice, ktorej rieSenim je
casovy vyvoj fyzikdlnych systémov opisanych touto tedriou. V klasickej mechanike je casovy
vivoj polohy a rychlosti hmotného bodu riesenim Newtonovej pohybovej rovnice d27/dt2 = F /m.
V QM potrebujeme najst’ pohybovi rovnicu, ktorej rieSenim by bol ¢asovy vyvoj vlnovej funkcie.
de Broglieho rovinna vlna popisujica pohyb vol'ného elektrénu s danou hybnost'ou v sebe obsahuje
aj informéaciu o jej casovom vyvoji. Ak by ale na takyto elektrén, ktory by bol v nejakom okamihu
popisany vlnovou funkciou eXp(iEF), zacali posobit’ nejaké sily, potom sa da ocakavat’, ze by sa
zmenil prave ¢asovy vyvoj tohoto stavu. Akym sposobom, to budeme vediet’, ked’ budeme poznat’
pohybovi rovnicu.
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Kedze vlnova funkcia je amplitidou pravdepodobnosti, mali by pre niu platit’ nase tri pravidla,
ktoré sme sformulovali pri dvojstrbinovom experimente. Nech je stav elektrénu prechadzajiceho
cez Strbinu 1 opisany vlnovou funkciou ¢, a stav elektréonu prechdadzajiceho cez strbinu 2 opisany
vlnovou funkciou ¢». Ak nevieme v nasom experimente rozlisit’, ktorou strbinou elektrén naozaj
presiel, potom je pravdepodobnost’ jeho najdenia v bode 7 dana vlnovou funkciou

Y = () + () (62)

kde N je tzv. normalizacnd konstanta, ktort ur¢ime z normaliza¢nej podmienky pre (7). Vzt'ah
(62) by mal byt’ splneny v kazdom ¢asovom okamihu. Ak si teda (7, t) a 19(7,t) ¢asové vyvoje
stavov elektronu prechadzajiceho Strbinami 1 alebo 2, potom musi byt’ moznym ¢asovym vyvojom
aj ich sucet alebo obecnejsie linedarna kombinacia. Hovorime, ze vlnové funkcie spiﬁajli princip
linedrnej superpozicie. Takuto vlastnost’ maju rieSenia linedrnej diferencidlnej rovnice: ak je
rieSenim 1y aj 15, potom je rieSenim aj ich linedrna kombindcia. Tak dostavame dolezité obmedze-
nie na vlastnosti hl'adanej pohybovej rovnice.

Na zaklade tychto skutoCnosti je zrejmé, ze vlnové funkcie sa skuto¢ne spravaju ako viny:
Siria sa priestorom a linearne sa skladaji. Z pohl'adu Bohrovej interpretacie vsak nejde o Sirenie
rozruchov materidlnej povahy, ale o matematické objekty charakterizujuce stav elektronu.

Co sa vsak stane, ak elektrén, ktory sa nachadzal v stave () ndjdeme pomocou detektora
elektrénov na nejakom konkrétnom mieste 757 Detektor mohol lokalizovat’ elektrén vtedy, ak
mala v 7g nenulovi hodnotu. Ak teda existovala nenulové, nie nevyhnutne 100%-né, pravdepodob-
nost’ jeho vyskytu v 7. Avsak v okamihu, ked’ detektor “cvakol”, vieme naisto, ze elektrén sa
nachadza prave tam. To ale znamena, ze sa od toho okamihu musi nachadzat’ v tiplne inom stave
popisanom tuplne inou vlnovou funkciou. Funkciou, ktord je nenulova len vo vnutri objemu de-
tektora. Tato tvaha ilustruje d’alsie pravidlo Bohrovej interpretacie QM: Meranim konkrétnej
fyzikalnej veliciny sa skokom zmeni stav fyzikalneho systému tak, ze v novom stave
bude merana fyzikalna veli¢ina nadobiidat’ namerani hodnotu so 100%-nou istotou.

Spociatku fyzici akceptovali Bohrovu predstavu len velmi t’azko. Newtonovskd mechanika
d4vala jednozna¢nii predpoved’ polohy a rychlosti telesa pri zndmych poéiatoénych podmienkach®
a posobiacich silach. V klasickej fyzike vystupovala ndhoda len ako dosledok nedostatku informaécii.
Bohrova interpretacia vsak zavadza do opisu prirody nahodu ako fundamentalny, neodstranitel'ny
efekt.

4.4 Vlastnosti vlnového balika

Podl'a Bohrovej interpretécie je de Broglieho rovinné vina
(7, t) = Aexp(ikF — iwt), (63)

prikladom vlnovej funkcie pre volny elektrén v stave, v ktorom mé hybnost’ p = hk. Pretoze
| expli(k7 — wt)]| = 1, je pravdepodobnost’ néjdenia takéhoto elektrénu v kazdom bode priestoru
a v kazdom ¢asovom okamihu rovnaka!!. Toto konstatovanie je necakané a zardzajice, ale tym
sa esSte prekvapenia nekoncia. Podla klasickej fyziky ma elektron v kazdej myslitel'nej situdcii,

10V klasickej mechanike je stav hmotného bodu tiplne zadany, ak je dané jeho poloha 7 a rychlost’ 7. Ak poznime
stav hmotného bodu v nejakom okamihu a ak pozndme sily nan pdsobiace, potom vieme jednoznacne predpovedat’
jeho stav v I'ubovolnom inom c¢ase.

UPozorny éitatel si isto viimol, ze funkcia (63) nedokaze splnit’ normalizaént podmienku (61). Takyto integral
cez cely trojrozmerny Euklidov priestor je divergentny pre l'ubovolné nenulové A. Nastastie vSak ide len o technicki
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v kazdom svojom stave, v ktorom sa moze nachddzat’, nejakd jednu konkrétnu hybnost’. Podla
nasich novych predstav je kazdému stavu elektréonu s hybnost'ou p' = hk priradenda rovinna vlna
exp(iEF). Tym vsak nie su vycerpané vSetky mozné stavy elektréonu! Ved’, ako sme diskutovali
aj v predoslej casti, si vel'mi bezné a prirodzené situacie, ked’ je elektron lokalizovany v nejakej
konecnej oblasti. Tento stav vSak nie je opisatelny rovinnou vlnou exp(iEF’). Aku ma vsak
elektron hybnost’ v tychto “zostavajicich” stavoch? Ved vsSetky myslitelné hodnoty hybnosti uz
boli obsadené rovinnymi vlnami!

Pozrime sa teda na vlnovu funkciu zodpovedajicu “lokalizovanému” elektronu. T.j. na taku,
kde dominantn4 ¢ast’ prispevku |t/|? do integralu (61) pochédza z nejakej kone¢nej oblasti priestoru.
Takejto vinovej funkcii sa zvykne hovorit’ vinovy balik. Ak elektrén “zije” v nekonecne velkom
trojrozmernom priestore, potom tuto vlnova funkciu mézeme napisat’ ako Fourierov integral cez
cely trojrozmerny priestor vektorov k

1 N ik 337
(7 = W/a(k)e &F. (64)

Vsimnime si, ze faktor exp(i%f") zodpovedd rovinnej vine v case t = 0. Potom tento integrdl
je vlastne linedrnou kombinaciou rovinnych vin v case t = 0, pricom a(E) je véahovy koeficient
urcujuci prispevok tej-ktorej rovinnej viny. Z tedrie Fourierovho integralu vyplyva, ze funkciu
a(k) mdzeme vyjadrit’ ako inverzny Fourierov integral k (64)

7 1 —ik 3=
() = oy [v@e ™ @, (65)

kde integrujeme cez cely trojrozmerny priestor.

Kedze rovinna vlna reprezentuje stav elektronu s hybnost’ou p' = hE, funkcia 1 (7) je super-
poziciou stavov s roznymi hybnost’ami. V naSej Specidlnej symbolike pre amplitudy pravdepodob-
nosti mozeme rovinnd vlnu v ¢ase nula oznacit’ ako (7|¢x(t = 0)). Potom vzt'ah (64) mozeme

prepisat’ nasledovne .
(Mt =0) = vz [ alB)iTwale = 0)) &F. (66)

Tym sme samozrejme nedostali ni¢ nové, len sme opticky zvyraznili, ze vzt'ah (64) predstavuje
spominant superpoziciu amplitid. Z pohl'adu druhého pravidla pre amplitidy pravdepodobnosti
sa tento zapis da interpretovat’ nasledovne: Pri lokalizacii elektrénu v bode 7 nemeriame jeho
hybnost’. Kedze nemame informdciu o hybnosti, musime sé¢itat’ prispevky od vsetkych amplitud
s konkrétnou hybnost'ou davajicich moznost’ najst’ elektron v bode 7. Relativne prispevky tychto
amplitid mozu byt rozne velké v zévislosti od hodnoty vahovej funkcie a(k).

Pokial’ je vahova funkcia a(/Z) nenulova aspon pre dve rozne hodnoty la je prirodzené spekulovat’,
ze hybnost’ elektréonu v tomto stave je “rozmazand” v podobnom zmysle ako poloha. To znamena,

ze v takomto stave by sme mohli v opakovanych experimentoch namerat’ rozne hodnoty hybnosti.

komplikaciu, kvoli ktorej nie je potrebné opustit’ zdkladni Bohrovu koncepciu. Ako je tato technicka komplikacia
oSetrend matematicky, ukdzeme neskor. Nateraz len poznamendme, Ze rovinné vlny (63) sd len asymptotickym
opisom reality. Reprezentuju stav, ktory sa vo vesmire nikdy nerealizuje. Vesmir nie je nekoneény v priestore a Case
a kazdy elektron niekedy niekde vznikol. Jeho sticasny stav sa moze rovinnej vlne vel'mi blizit’, rovinnou vlnou v
skutocnosti nie je. Rovinné vlny vSak maji spravne matematické vlastnosti pre také rozsirenie priestoru moznych
stavov elektréonu, ktoré nenarusi zakladnu koncepciu kvantovej mechaniky, ale vnesie do tejto tedrie idealizéciu,
ktora zjednodusi tvahy a vypoéty. Pre rovinnid vlnu je integral z || cez koneény objem koneény a v silade s
Bohrovou interpretaciou zostava mierou pravdepodobnosti najdenia elektronu v danom objeme.
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V individualnom merani dostaneme niektori z hodnot, pre ktoru je koeficient a(l;) nenulovy a to

s pravdepodobnost'ou, ktord zavisi na hodnote a(k). Rozpisme normaliza¢nii podmienku (61) s
pouzitim rozkladu do rovinnych vin (64). Dostaneme!?

+00 +o0o N =
1= [ T @Par= [ ) &, (67)
Posledny vyraz v tejto rovnici je prirodzené interpretovat’ ako celkovi pravdepodobnost’, Ze
elektrénu nameriame nejaki I'nbovolni hybnost’ p'= hk. Z toho vyplyva, ze distribu¢na funkcia
pre pravdepodobnost’ namerania k je dana funkciou |a(k)[?.

Uvazujme napriklad elektrén v jednom rozmere, ktorého stav je popisany Gaussovou funkciou

1.2

Y(r) = N exp(— 5

)- (68)

Parameter L reguluje sirku Gaussovej funkcie. Faktor N je normaliza¢na konstanta, ktori dostaneme

z podmienky
1

Ly7

Vlnové funkcie (68) pre tri réozne hodnoty parametra L s na obrazku 2. Rozklad funkcie ¢ (x)

/_;OO W@)Pde =1 = N?= (69)

Figure 2: Vlnové funkcie (68) pre tri rozne hodnoty parametra L, ktory reguluje sirku piku.
Hodnota L = 1 zodpoveda najuzsiemu, L = 2 strednému a L = 3 najsirSiemu piku.

cez rovinné viny je
1 +oo ,
T) = —— a(k)e™™ dk. 70
v()= = [ "alk) (70)
Potom pre vahovu funkciu a(k) dotaneme

o) = = [ v ae = o1 )

Tri pripady funkcie a(k) zodpovedajice prave vlnovym funkcidm na obrazku 2 si zobrazené na
obrazku 3. Vidime, Ze ¢im presnejsie vymedzime polohu elektréonu, tym rozmazanejsia je jeho

12Pri odvddzan{ vztahu (67) musime vyuzit matematické vzt'ahy pre Fourierov integral a Diracovu delta funkciu,
ktoré citatel moze néajst’ v Dodatkoch 9.1 a 9.2.
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hybnost’ a naopak. Hodnoty k& st symetricky “rozmazané” okolo ky = 0. V tomto zmysle by sa
dalo povedat’, ze vinova funkcia (68) opisuje stav elektrénu v jeho pokojovej ststave.

Predstavme si, ze budeme celt situédciu sledovat’ zo vzt’aznej stustavy, ktord sa voci “pokojovej”
pohybuje rychlostou —V a to v okamihu, ked’ sa pociatky a sturadnicové osi obidvoch sistav
prekryvaji. Ak v “pokojovej” stustave nameriame hybnost’ elektronu p, v “pohybujicej sa” to bude
p' = p+m.V. V povodnej distribicii sa kazdy vlnovy vektor k pretransformuje na k' = k + K,
kde K = m.V/h. Rozdelenie o' (k) vlnovych vektorov v “pohybujicej sa”’ sistave dostaneme, ked’
si uvedomime, ze hodnota, ktort funkcia o’ priradi vinovému vektoru &’ je rovnakd, ako hodnota,
ktort funkcia a priradi vlnovému vektoru k, ¢ize o’ (k') = a(k). Odtial

VL 1
d (k) =alk — K)= Y exp[—ﬁ(k’ — K)2L?. (72)
Vidime, ze a/(k) uz na rozdiel od a(k) nie je symetrickd vzhl'adom na nulu, ale okolo K. Po
dosadeni «'(k) do (70) dostaneme vlnovi funkciu nésho elektrénu z pohl'adu pohybujicej sa

sustavy . .
V() = /_ d(R)e™ dk = () (73)

Vsimnime si, Ze prechodom do pohybujicej sa vzt’aznej sistavy sa ni¢ nezmenilo na distribucii
pravdepodobnosti vyskytu elektronu, pretoze

¥/ (2)* = (). (74)

Vlnova funkcia ¢ () opisuje stav elektrénu v nejakom casovom momente. Ako sa vSak bude
vlnova funkcia vyvijat’ v case? Uz sme sa zmienovali, ze casovy vyvoj vinovej funkcie musi spfﬁat’
linearnu diferencialnu rovnicu a ze v tom pripade plati, ze ak najdeme nejaké riesenia tejto rovnice,
potom rieSenim bude aj ich 'ubovolnd linearna kombindcia. Ak uverime de Broglieovi, tak nateraz
pozname casovy vyvoj stavu vol'ného elektronu s definovanou hybnost'ou: je dany rovinnou vlnou
(63). To ale znamen4, ze vieme predpovedat’ casovy vyvoj hocijakej vinovej funkcie (64), pokial
tato opisuje stav vol'ného elektréonu. Dostaneme

O(F 1) = / T ARy (t) &F, (75)

—00
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kde

— 1 o —w
V(T 1) = (@) © ¢ hTmehn (76)

je vlnova funkcia volného elektrénu s hybnost'ou p = hik. Zavislost’ w(E) m4 pre vol'ny nerelativi-
sticky elektrénm tvar

— = _ — 72
=R T o T T (77)

Otestujme si to na nasom jednorozmernom pripade gaussovského rozdelenia (68), ked’ a(k) je
dand vzt'ahom (71). Ak tato vlnové funkcia opisuje volny elektrén, potom pre jej casovy vyvoj
dostaneme'?

’(ﬂ((lf,t) _ zcht/hW3/4\/>/ L2+th k2/2 dk

imc?t/h

1 22 iN 2? Az (78)
7T1/4%/7“”‘/\ P\ Terrraz) Pl\erzA?) T T oL
Tomu zodpoveda hustota pravdepodobnosti

Vsimnime si, ze relativisticky prispevok mc? /1 k frekvencii de Broglieho viny nem4 zaden vplyv na
pravdepodobnost’ vyskytu elektrénu, nakolko | exp(imc®t/h)| = 1. Toto je ilustracia komentara
k rovnici (57). Casovy vyvoj |i(x, t)|2 je zobrazeny na obrazku 4. Vidime, ze pravdepodobnost’

hust . pravdep.

X

’ 2

Figure 4: Casovy vyvoj [¢(z,t)|? pre volny elektrén podla vzt'ahu (79). Najuzsf pik zodpovedd
pociatoénému stavu v ¢ase t = 0, Sirsi pik casu ¢ = 1 a najsirsi casu t = 2. Ostatné parametre v
¥ (x,t) boli zvolené nasledovne: L =1 a h/m = 1.

vyskytu lokalizovaného vol'ného elektrénu sa s ¢asom rozmazava do celého priestoru. Na druhej
strane rozmazanie hybnosti s ¢asom klesa.

13Pouzitie priblizného vztahu (77) v integrdli (78) nie je korektné, nakolko integrujeme podla k¥ od —oo do
+00 a to zahfia aj relativistické hodnoty hybnosti. Avsak sticastou integrandu je funkcia a(k), ktord ma podobu
Gaussovej funkcie s maximom v k¥ = 0 a s polsirkou 1/L. Vysledok integrovania je preto v dobrom priblizeni
z4visly len od prispevkov z oblasti |k| < 3/L. Mozeme predpokladat’, ze L sme zvolili tak, aby v uvedenej oblasti
dostatoéne dobre platil prave vzt'ah (77).

23



Poktsme sa uhadnut’ pohybovid rovnicu, podla ktorej prebieha casovy vyvoj vlnovej funkcie
pre volny elektrén. Casovou derivaciou rovinnej viny (76) dostaneme

Or(7, 1)

S = iRyl ) =~ BE (1), (30)

kde zavislost’ £ (E) je obsiahnutd v rovnici (77). Rovnica (80) urcuje iba ¢asovy vyvoj rovinnej viny
s hybnost'ou ka neurcuje priestorovu zavislost’ vinovej funkcie. Pohybova rovnica by preto mala
byt’ parcialnou diferencialnou rovnicou, ktora bude obsahovat’ aj derivacie podla priestorovych
suradnic. Prepisme teda rovnicu (80) v tvare

79Uk _

kde Hy;p, je suradnicovy diferencidlny operator, ktory ma kazdej rovinnej vlne priradit’ ju samu
nasobeni zodpovedajicou kinetickou energiou elektrénu

-

Hyintog = E (k). (82)
Lahko si overime, ze vyhovujici tvar operatora Hyin je

R hZ _
Hyin = ——V?, 83
k 5V (83)

kde v kartézskych siradniciach je

. (9 0 0 I -

Rovinné viny (7, t) st teda rieSeniami pohybovej rovnice

i [

% = oY Uk (85)
V stlade s nasim oc¢akavanim je to linedrna parcidlna diferencidlna rovnica, takze jej rieSeniami
st nielen funkcie v, ale aj ich vSetky mozné linedrne kombindcie v tvare (75) a tiez diskrétne
sucty typu >, cx¥x. Tuto rovnicu sme odvodili ako priamy dosledok pojmového aparatu, ktory
bol zavedeny na opisanie spravania sa elektrénu a foténu v dvojStrbinovom experimente. Této
rovnica nepredstavuje zasadny poznatok v tom zmysle, zZe je len natol’ko dobra a uzitocné, nakol’ko
zavedeny pojmovy aparat zodpoveda realite. Testom nasich teoretickych predstav by bola kon-
frontacia nejakych novych predpovedi s experimentom.

4.5 Stredné hodnoty meranych veli¢in

Povedali sme, ze ak sa v mikrosvete pokusame detekovat’ polohu elektronu v priestore, vo vSeobecnosti
nevieme predpovedat’, kde ho najdeme. Podobne, ak sa budeme pokusat’ zmerat’ jeho hybnost’,
nevieme predpovedat’ hodnotu, ktori nameriame. Ak budeme v identickych experimentoch opako-
vane merat’ niektoru z tychto velicin, dostaneme rézne hodnoty. V limite nekonecného poctu
identickych merani bude rozlozenie tychto hodnot pre dany fyzikalny stav charakteristické. To
znamena, ze dany stav by sme mohli popisat’ pomocou distribiicie nameranych hodnot jednej
alebo viacerych veli¢in.
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Z hl'adiska teoretického popisu informéciu o takejto distribicii v sebe nesie vlnova funkcia: ex-
plicitne je v nej pritomna informécia o distribicii polohy castice. Pocetnost’ detekovania elektronu
v objeme d*7 je umernd velicine |4 (7)|?d>7. Ako sme vsak uz videli, vlnovéa funkcia v sebe ne-
sie aj informdciu o distribucii hybnosti: pravdepodobnost’ namerania hybnosti v objeme Bk je
la(R) 2

Ked pozname teoreticku distribticiu nameranych hodnot v danom fyzikalnom stave, moézeme
spocitat’ ich stredni hodnotu. Tak napriklad strednd hodnota polohy elektrénu v stave ¥ (7) je
rovna

(7) = / (7 d°F. (86)

Velicina, ktora charakterizuje “rozmazanie” nameranych poloh elektréonu pri opakovanych mera-
niach toho istého stavu, je stredna kvadraticka odchylka od strednej hodnoty

(572 = (7 = (M) = (7 = 267 + (17) = () — (7)™ (87
kde o
) = [ e e (88)

Podobnou cestou vieme spocitat’ strednti hodnotu akejkol'vek fyzikédlnej veli¢iny, ktora zavisi len
od polohy

@)= [ 10 P (59)

Analogicky k (86) mozeme vyjadrit’ stredni hodnotu hybnosti v tomto stave pomocou funkcie
a(k), ktori mozeme chépat’ ako amplitidu pravdepodobnosti v hybnostnom priestore. Potom

() =h- —h/ Fla(R)]? &°F. (90)

O nieco t'azsou je vSak tloha vyjadrit’ (p) pomocou vlnovej funkcie ¥ (7). Aby sme si zjednodusili
zivot pri nasledovnych vypoctoch, urobime ich pre jednorozmerny pripad.

py=n [t dr @l [ ke di (91)

Integral v hranatej zatvorke moézeme upravit’ nasledovne

L] = ;ﬁ /_ :’O <—@d‘i> k=) gf = (‘%zi) 5z — o). (92)

Po dosadeni (92) do (91) a integrécii per partes dostaneme
+oo 0
W = [T @) (<) ot - o)
+oo 0
= [Tarv) (~ing v

+oo
= [ dewr@)pvle), (93)
kde sme zadefinovali diferencidlny operator
0
p = —ih— 4
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ktory budeme nazyvat’ operdtor hybnosti. Vzt'ah (93) uddva ndvod ako vypocitat’ stredni hodnotu
hybnosti elektrénu, ktory sa nachddza v stave i(z). Rovnakym postupom, ibaze s opakovanym
pouzitim per partes, sa da ukazat’, ze'*

)= [ @i v, = (99

7 Oa%

Pri znalosti (p) a (p?) vieme kvantifikovat’ “rozmazanie” hybnosti v stave popisanom vlnovou
funkciou ¢ (x). Za tymto tic¢elom spocitame strednu kvadratickd odchylku od strednej hodnoty
hybnosti, tak, ako sme to urobili pri polohe v (87)

() ={(p— )*) = ) — (0)*. (96)

Ked’ zaposobime operatorom p na rovinnu vlnu ¢y (x), dostaneme

P Yr(r) = pip(z), p=nk. (97)

Vidime, ze posobenim operatora p na rovinnd vinu dostaneme p-nasobok rovinnej viny. Vzt’ah
(97) je previazany s vel'mi dolezitou skutoénost’ou. D4 sa ukazat’, ze len pre tie vlnové funkcie,
ktoré spiinaji rovnicu (97), je (6p)? = 0. To znamend, Ze len v stavoch popisanych tymito
vlnovymi funkciami, obdrzime pri kazdom merani hybnosti ti istii hodnotu. Bezprostrednym
dosledkom tejto skutocnosti je aj to, ze v experimente mozeme namerat’ len tie hodnoty hybnosti,
ktoré su riesenim rovnice (97).

Doékaz: V prvom kroku ukdZeme platnost’ implikacie “Eq. (97) = (dp)? = 0”. Vyuzijtc (97)
I'ahko dostaneme, ze

W) = [ de vie)p vne) =ik = p

a tiez

W= [ de i@ o) = (k) = 7

Ked’ tieto vysledky dosadime do (96), dostaneme (dp)? = 0. Dokézat’ obratent implikéciu “(dp)? =
0 = Eq. (97)” bude o nie¢o pracnejsie. Pomocou per partes a zvaziac, ze (p) je redlne ¢islo,
vieme ukazat’ nasledujice pomocné vzt’ahy

/;OO dz ¢ (2)p? o(z) = /+<>o dz (po(2))*(p ¥(z)),

—00

[ e @20 ) o) = [ e (@) 6 v) + [ de (0 9(@) ()e),

—00

S ich pomocou dostaneme

“+oo

0={(p— )P = [ e @6 o)) = [ de - e (6 - ()e)

—00

Prav4 strana tejto rovnice je rovnd nule prave vtedy, ked’ pi)(x) bude (p)-ndsobkom vlnovej funkcie
¥(x)
p(x) = (p)(x).

14Usilovnému ¢itatelovi prenechdvame iniciativu vo vyjadreni (p") a odporti¢ame zamysliet’ sa nad pripadom

(f(p"))-
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Koniec doékazu.
Zovseobecnenie ziskanych vysledkov na trojrozmerny pripad je priamociare. Za vSetko uvedieme
aspon vyraz pre operator hybnosti

p=—ihV. (98)
Porovnanim (98) s (83) dostaneme
N 1 =2
Hyin = —p . 99
kin = 5D (99)

Potom vzhl'adom na (95) je strednd hodnota kinetickej energie elektrénu v stave 1(x) rovnd

(By = 5 ) = [ 70 () 010, (100

T 2m

4.6 Elektron v silovom poli

Pripomenme si, ze na zaklade de Brogliecho hypotézy sme skimanim vlastnosti vlnového balika
prisli k zaveru, ze pohybova rovnica pre vlnovi funkciu vol'ného elektrénu by mala mat’ tvar

(T, t)

i
RANPY

= Hpin (7, 1), (101)
kde Hyin je dana vzt'ahom (99). Prirodzenou a zdsadnou je vsak otdzka, ako vyzerda pohybova
rovnica elektrénu, na ktory posobi nejaka sila. Ak by sa podarilo néjst’ ispesnu odpoved’ na tuto
otazku v kontexte doteraz budovaného pojmového aparatu, dostali by sme do rik silny argument
v prospech spravnosti nasho postupu.

Pokiisme sa teda rovnicu (101) zovSeobecnit’ aj na pripad, ked’ na elektrén posobi sila. Po-
zornému cCitatel'ovi uz iste napadlo najprirodzenejsie zovSeobecnenie rovnice (101). Pripomenme,
7e pre operdtor Hy;, maji viznamné postavenie volnoelektrénové stavy s jednoznacénou energiou
(rovinné vlny). Pre tieto stavy plati

(nk)*

2m

Hymt, = E(k)r,  (E) = E(k), E(k) =

Pre vol'ny elektrén je E'(k) nielen kinetickou, ale sticasne aj celkovou energiou fyzikalneho systému.
Ked’ si toto uvedomime, prirodzene sa ponika myslienka, ze zovSeobecnenim rovnice (101) aj
na pripad ked’ posobi sila, je nahradit’ operator Hyin diferencialnym operatorom, ktory by zod-
povedal celkovej energii systému. Operator pre kineticku energiu ma nasledovnu korespondenciu
s klasickym vyrazom
5 P’ , P

kin = m - Hyin = m’
to znamend, ze hybnost’ v klasickom vyraze bola nahradend operatorom hybnosti (94). Zo vzt’ahov
(86) a (89) vidime, ze tlohu operédtorov pre 7 a f(r) hraji v zmysle vyjadrenia strednej hodnoty
pomocou integralu typu (93) samotné velic¢iny 7a f (7). Potom v pripade konzervativnych sil, ktoré

(102)

sa daju vyjadrit’ pomocou potencidlnej energie ako F () = —grad V(7), dostaneme postupom
analogickym so (102) nasledovny tvar operatora celkovej energie
P’ g P
E=—+V{F) — H=—+4V(). (103)

2m 2m
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Tento operator budeme nazyvat’ Hamiltonovym operdtorom alebo kratko Hamiltonidnom. Tymto
sposobom sme sa dopracovali k pohybovej rovnici

81/}(7?7 t) 1 -
o = Hurt), (104)

ktora by mala popisovat’ casovy vyvoj stavu aj pre elektron, na ktory posobi konzervativna sila.
Ci je tato rovnica spravna alebo nie sa ukéze, az ked’ skonfrontujeme jej predpovede pre konkrétne
fyzikélne systémy s vysledkami experimentalnych merani. Dopredu prezradime, Ze toto je skuto¢ne
ta spravna pohybova rovnica kvantovej mechaniky a ako taka nesie aj meno svojho objavitela
Erwina Schrodingera.

Nez sa pokusime tuto rovnicu riesit’ pre konkrétne fyzikdlne systémy, pozrime sa na niektoré
jej vSeobecné vlastnosti. PredovSetkym medzi jej rieSeniami mozeme néjst’ mnozinu stavov, ktoré
spiiiaji vztah analogicky s (82)

il

Hyp(7,t) = Evp(7,t). (105)

Podobne ako v pripade hybnosti v ¢asti 4.5, i tu mozeme overit’, ze toto si stavy s jednoznacne
definovanou energiou rovnou prave hodnote F ((E) = E, (§E)* = (E?) — (E)?> = 0) a preto ich
budeme nazyvat’ vlastné stavy Hamiltonovho operatora. Ked’ dosadime (105) do (104), dostaneme

rovnicu 9 -
D _ gy (i),

ktord ma rieSenie v tvare
Ye(rt) = ¢op(T) exp(—iEt/h). (106)

Funkcie ¢ najdeme rieSenim rovnice (105) pre vlastné stavy
Hop(7) = B¢ (7). (107)

Vo vSeobecnosti rovnica (107) nemusi mat’ rieSenie pre kazdi hodnotu energie E. Tie hodnoty, pre
ktoré rieSenie ma sa nazyvaju vlastnymi hodnotami Hamiltonovho operatora. Ked’ze systém pri
merani fyzikalnej veli¢iny skokom prejde do stavu, ktory zodpoveda nameranej hodnote, nemozeme
namerat’ hodnotu, ktora nezodpoveda ziadnemu stavu. Konkrétnym stavom vsak zodpovedaju len
vlastné hodnoty energie a teda pri merani energie mozeme namerat’ len vlastné hodnoty
energie.

Vlastné stavy Hamiltonidnu ¢ g(7,t) sa nazyvaju tiez staciondrne stavy. Fyzikdlny systém,
ktory sa nachadza v staciondrnom stave v hom pri zachovani vonkajsich podmienok zotrva nekonecne
dlho. Casovy vyvoj staciondrneho stavu vlastne meni len jeho fizu, ¢o nemé fyzikalne meratelné
dosledky. Napriklad, v tomto stave sa s ¢asom nemeni rozlozenie pravdepodobnosti vyskytu
elektronu a nasledne ani stredné hodnoty polohy, hybnosti a energie. Skuto¢ne, pravdepodobnost’
najdenia elektrénu v objeme d37 je

P = [p(7t)|? &*F = |¢p(F)|* d°F. (108)

Pre vSetky menované stredné hodnoty plati
0) = [ Vp(F )0Us(F, 1) d°F = [ 6P/ Ovp(Fe P &7 = [ 6(MOvs() &°F, (109)

kde O postupne reprezentuje operator polohy, hybnosti, energie, alebo hociktory iny operator,
ktory neobsahuje derivaciu podla ¢casu.
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V pripade vol'ného elektrénu je H = H,;, a rovinné vlny su stacionarnymi stavmi pre vsetky
hodnoty 7 = %ik. Spektrum vlastnych hodnét Hamiltonidnu zahfiia vietky'® redlne éfsla, pricom
E = p%/2m. To znamend, %e v stavoch, v ktorych sa mozZe nachddzat’ volny elektrén, nie je
vylicené nameranie ziadnej hodnoty energie. VSimnime si vSak eSte jednu vlastnost’ energetického
spektra vol'ného elektronu. Viacero vlastnych stavov zodpoveda tej istej vlastnej hodnote energie.
Menovite st to vSetky rovinné viny, ktorych k ma rovnakd velkost. O takychto vlastnych stavoch
Hamiltonianu hovorime, ze su degenerované.

Vzhl'adom na to, ze rovnica (104) je linedrnou diferencidlnou rovnicou, je jej rieSenim aj
I'ubovolnéd superpozicia stacionarnych stavov. Stredné hodnoty polohy, hybnosti a energie pre
takuto linedarnu superpoziciu vSak uz nie si vo vSeobecnosti nezavislé na case.

Existencia stacionarnych stavov je dobrou spravou pre vyrieSenie otazky stability atémov,
ktori sme sformulovali uz na zaciatku. 7 pohladu klasickej fyziky bolo zotrvanie elektrénu
na obeznej dradhe okolo jadra zdhadou. Jeho zakriveny pohyb mal podla klasickej elektrody-
namiky sposobovat’ stratu energie elektronu elektromagnetickym ziarenim a jeho pad na jadro
vo vel'mi kratkom case. AvsSak podla vyssieuvedenych zaverov, ak by sa elektrén nachadzal
vo vlastnom stave Hamiltonidnu atému, potom v tomto stave zotrva nekone¢ne dlho. Ak ho
budeme chciet’ z tohoto stavu dostat’, budeme zrejme musiet’ nejakym sposobom modifikovat’
povodny fyzikalny systém, aby stav elektrénu uz nebol stacionarnym stavom nového Hamiltonovho
operatora. Napriklad pridanim vonkajsieho elektromagnetického pola.

4.7 Viazané a rozptylové stavy

Pozrime sa teraz na vlastnosti rieSeni rovnice pre vlastné stavy a vlastné hodnoty Hamiltonianu.
Aby sme si zjednodusili zivot, opat’ mozeme prejst’ k jednorozmernému pripadu. Ziskané zavery
budi l'ahko zovseobecnitelné do troch rozmerov.

Rovnica (107) mé v jednom rozmere tvar

h* d*¢p(x)
—o s+ V(@)én(z) = Eop(r) (110)
D4 sa ukézat’, ze ak potencidlna energia V(x) ma minimum, V,,;, = min,cr V' (z), potom
E > Viin. (111)

Ukéazeme si to. Z rovnice (110) dostaneme

h? e | d? o0 oo
Tm/_ & dff d:v+/_ GLV o da = E/_ S dr.
—_—————
1

Vzhladom na normovanost’ ¢z je inegral na pravej strane rovny jednej. Dalej sa d4 ukazat’, ze
+oo
/ Vs dr > V.

Co sa tyka prvého clena na l'avej strane rovnice, ten upravime pomocou per partes nasledovne

o0 +OO oo
/; ¢*Ed2¢E dr = [WEd(bE] —/+ |d¢mE

dz? dr - - | dz

0 >0

2

dx

I5Relativistické energie by si vyzadovali zvlastnu diskusiu.
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Prvy ¢len na pravej strane je rovny nule kvoli lim, .4 ¢g(x) = 0 a druhy ¢len je kladny. Ked’
toto vSetko zoberieme do uvahy, dostaneme prave nerovnost’ (111). Vlastné stavy Hamiltonianu
maju teda vzdy vacsiu hodnotu ako minimum potencialnej energie.

Pozrime sa teraz na asymptotické spravanie vlnovych funkcii stacionarnych stavov, ked’ |z| —
oo. Diferencidlna rovnica (110) musi byt’ splnend pre kazdé z a teda aj pre I'ubovolne velké |x|.
Uvazujme situaciu, ked’

im V(z) = xEToo V(z) = V(o) (112)
a ked’
V(z) < V(0), V. (113)

Tomu napriklad zodpoveda elektrostaticky potencial bodového naboja. Potom existuji dva druhy
rieSeni rovnice (110) vzhladom na ich spravanie sa pri x — +o0.

1. Vipin < E < V(o0):

V takomto pripade mo6zeme rovnicu v oblasti |z| — oo prepisat’ v tvare

dngE 2m
7 = K op, K= \/hQ[V(oo) — E. (114)
Jej rieSenia maju tvar ¢p(x) o exp(£rz). Ak zoberieme do tvahy poziadavku normovatelnosti
vlnovej funkcie, potom

i 6p(e) o exp(ea), lim_op(e) o exp(—r) (115)
Inak povedané, v tomto pripade su vinové funkcie ¢ v nekonec¢nach exponencialne utlmené a teda
dominantna cast’ pravdepodobnosti vyskytu elektronu musi byt’ niekde na konec¢nom intervale
suradnice x.

2. E> V(o0):

V takomto pripade mo6zeme rovnicu v oblasti |z| — oo prepisat’ v tvare

&2 , 2
= —Kp, K= \/m[E — V(o). (116)

Riesenia tejto rovnice maju tvar ¢p o< exp(tikz). Z tychto rieSeni nie je mozné zostavit’ funkciu,
ktord by konvergovala k nule pre velké |z|. Vaznym dosledkom je, Ze tieto funkcie nie je mozné
normovat’ na jednotku. Pripominame, Ze presne s takouto situdciou sme sa uz stretli pri rovinnych
vlndch. Rovnako ako tam poznamenavame, ze vzniknuty problém s normovanim sa d& riesit’ po-
mocou tzv. normovania na Diracovu delta-funkciu. Podrobne sa s tymto problémom vysporiadame
neskor, v ramci zavedenia formalneho matematického aparatu kvantovej mechaniky. Nateraz nas
bude zaujimat’ len fyzikalna interpretdcia rieSeni pre F > V(oc0). Asymptotika
zll»I:?oo or(r) x exp(Likz) (117)
znamena, ze pravdepodobnost’, Ze castica bude najdena je v 'ubovolnej vzdialenosti nezaned-
batelna. Inymi slovami, v tomto pripade sa nedd hovorit’ o lokalizacii elektrénu v konecnom
intervale.
Staciondrne stavy s E < V/(oo) nazyvat’ viazané a stacionarne stavy s £ > V(oco) budeme
nazyvat’ rozptylové. Mozeme tu vystopovat’ analdgiu s klasickou mechanikou. Ak sa klasické
teleso pohybuje v poli pritazlivej sily (¢omu zodpovedd potencidlna energia dand vzt'ahmi (112),
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(113)), potom pohyby, ktoré moze teleso v tomto poli vykonavat’, sa daju rozdelit’ do dvoch
kategorii podla toho, ¢i je celkové energia mensia alebo vécsia ako V' (oo). Ak je mensia, potom sa
teleso moze pohybovat’ len v konecnej oblasti priestoru, v ktorej plati £ > V' (z). Takyto pohyb
nazyvame finitny. V druhom pripade ma teleso dost’ energie na to, aby sa vzdialilo do nekonecna
a takéto pohyby nazyvame infinitné.

Ako priklad si mézeme uviest’ pohyb telies v gravita¢nom poli Slnka. Planéty maju celkovi en-
ergiu zapornu a su k Slnku viazané. Pohybuju sa len po drahach (elipsy), ktoré sa celé nachddzaji
v konecnej vzdialenosti od Slnka. Naproti tomu objekty (napriklad kozmické sondy), ktorych
celkova energia je nezaporna, sa budi pohybovat’ po drahach, ktoré siahaju az do nekonecna
(parabola, hyperbola).

4.8 Spojitost’ vlnovych funkcii a ich derivacii
Rovnicu (110) pre stacionarne stavy v jednom rozmere mozeme prepisat’ do tvaru

Pop(r)  2m

2 = gz V(@) — Eles(w). (118)

Z tejto rovnice mozeme vyvodit’ nasledovné zavery o spojitosti jej rieSeni:

1. Ak V(x) je spojita funkcia alebo mé kone¢ni nespojitost’ v izolovanych bodoch, potom z
rovnice (118) vyplyva, Ze pre kazdé x existuje d’¢r/dz?. To si oviem vyzaduje spojitost’
dog/dr a ¢g(x) pre vsetky x.

2. Ak V() mé nekoneéni nespojitost’ (skok) v bode xq, potom spojitost’ v tomto bode pozadujeme
len od samotnej vlnovej funkcie ¢,(x), nie od jej derivécie.

4.9 Elektron viazany na usecke

Potom, ¢o sme preskimali vSeobecné vlastnosti Schrodingerovej rovnice (104), mozeme sa pokusit’
najst’ pomocou nej riesenie nejakého jednoduchého problému. Predstavme si elektrén, ktory sa
moze vyskytovat’ len v konecnej jenorozmernej oblasti. Mozeme si ju predstavit’ ako dsecku na osi
x so suradnicami v intervale (0, L). Elektrén sa v ziadnom pripade nemdze vyskytovat’ mimo tito
oblast’. Toto sa da preformulovat’ aj tak, ze sa elektron nachadza v nekonecne hlbokej potencidlovej
jame

oo, <0 oblast’ I
V(z)=4¢ 0, x€(0,L) oblast’ IT (119)
oo, x©>1L oblast’ ITI

Poktsme sa najst’ stacionarne stavy a mozné energie systému. Za tymto uc¢elom musime najst’
spektrum prislusného Hamiltonidnu, ktoré je rieSenim rovnice
n
——— +V(z ) = Eo(z). 120
=g s + V)| 60) = B0 (120)

V oblasti I a III tdto rovnica moze byt’ splnend len ak ¢!(z) = ¢'!I(x) = 0. V oblasti II je
V(z) = 0, takze ¢'’(z) je riesenim rovnice

d2

_2mE
dx?

o1(w) = K" (2), K=

> 0. (121)
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RieSenie ma tvar

¢ (z) = Acos(kx) + Bsin(kz), (122)

kde A a B su vol'né parametre. Tieto ur¢ime z okrajovych podmienok. Kedze vlnova funkcia ma
byt’ spojita na celom intervale, musi byt’

¢'(0) = ¢'(0), ¢"(L)=¢"(L). (123)
Odtial’ dostaneme, ze A =0 a kL = nw, kde n = 0,41, 42, .... Priestorova cast’ vlnovej funkcie
ma teda tvar
0, x <0
¢n(z) =3 Bsin(*z), x€(0,L) (124)
0, x> L

kde B ur¢ime z normovacej podmienky. Pripad n = 0 zodpoveda ziadnemu elektrénu na usecke
a pripady +n sa od seba lisia len fézou, takze si fyzikalne nerozlisitelné. Preto v (124) je n =
1,2,3,.... Kedze k = p/h = vV2mE /h, dostaneme z podmienky kL = nm hodnoty energie, ktoré
zodpovedaju jednotlivym vinovym funkciam

By = — (”ZH)Z (125)

" 2m

Vsimnime si, Zze energia elektrénu na usecke, ktori moézeme namerat’, nadobida len diskrétne
hodnoty. To je priamy dosledok okrajovych podmienok, z ktorych vyplynulo obmedzenie na
parameter k. Jednotlivé povolené energie narastaju ako Stvorec prirodzenych ¢isel a st nepriamo
umerné stvorcu Sirky potencidlovej jamy.

Ked' nakoniec skombinujeme néjdent priestorovi cast’ vinovej funkcie so zndmou casovou
zavislost'ou stacionarneho stavu, dostaneme vlnové funkcie stacionarnych stavov v tvare

Un(z,t) = @) exp(—iE,t/h). (126)

4.10 Energetické spektrum atéomu vodika

Prvym kltdcovym testom spravnosti predpokladov a postupov, ktoré nas doviedli az sem, bude
vypocet energetického spektra atomu vodika. Pripomenme si, ze atomy vodika emituju, resp.
pohlcuju svetlo len istych vinovych dlzok. Toto pozorovanie by sme vedeli vysvetlit’, ak:

e vnutornd energia atému vodika moze nadobidat’ len niektoré diskrétne hodnoty Ey, Fs, Fs, . . .;

e k zmene tejto energie moze dochadzat’ vyziarenim alebo pohltenim jedného fotonu, ktorého
vlnova dlzka A je dana rovnicou

" B B, (127)

kde E,, je pociatotna a FE,, koncova energia atomu vodika.

Takze stojime pred ulohou spocitat’ vlastné energie vodikového Hamiltonovho operatora a pomo-
cou rovnice (127) ich porovnat’ s pozorovanymi vinovymi dizkami.

Budeme predpokladat’, Zze v atéme vodika elektrén “obieha” okolo nekonecne t’azkého jadra
a ze tato vazba je dosledkom elektrostatickej prit’azlivej sily medzi nimi. Jadro atému vodika je
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tvorené jednym proténom a preto elektricky naboj jadra je —q., ked’ ¢. je naboj elektréonu. Potom
Hamiltonov operétor pre elektrén v atéme vodika ma tvar
~ R 5 € : q?

H=-——Vv2_— ¢

2me T 4dmeg

(128)

kde m, je hmotnost’ elektronu a r vzdialenost’ od jadra. Mozné energie atému vodika ndjdeme, ked’
vyrie§ime rovnicu H ¢(1) = E¢(7). RieSenie tejto diferencidlnej rovnice nie je z matematického
hl'adiska tplne jednoduché zalezitost’ a vyzaduje isté skisenosti. Preto sa najskor pokisime o
rieSenie analogického problému v jednom rozmere.

4.10.1 Jednorozmerny pripad

Uvazujeme nasledovny Hamiltonov operator

- n?od* e
H=——" " = 129
2m dzx? x| (129)
Pre potencidlnu energiu v tomto Hamiltonidne plati Vz : V(z) < V(z — £o0) =0a V(z — 0) =
—o0. To znamend, ze viazanym stavom bude prislichat’ zaporna energia, £ < 0, a rozptylovym
nezapornd, E > 0. Differencidlna rovnica H¢(z) = E¢(x) pre vlastné stavy a energie Hamil-
tonianu sa da upravit’ do tvaru

d? 2m, e?
0@ == (E + m) 6(x). (130)

Zaujimame sa o rieSenia prislichajice viazanym stavom. Okrem toho, ze im pri danom po-
tencialy zodpoveda zdpornd energia, prislusné vinové funkcie musia pre z — oo dostatocne
rychlo konvergovat’ k nule. Pozrime sa na asymptotiku rieseni rovnice (130). Pre velké x mozeme
zanedbat’ druhy ¢len v zatvorke na pravej strane tejto rovnice, takze dostaneme

d? 2m.FE
|z| — 00 : c;bx(f> =a¢(x), a=4/— ﬂ;f , E<O. (131)
Obecné riesenie tejto rovnice ma tvar
|| = 00 @(x) = Cre™ 4 Coe™ ", (132)

Ked’ zvazime poziadavku konvergencie v nekone¢nach, potom fyzikalne vyhovujice rieSenia rovnice
(130) musia mat’ nasledovni asymptotiku

lim ¢(x) o et lim ¢(x) ox e 7. (133)

T——00 T—+00

Riesenia rovnice (130) budeme hl'adat’ v tvare

¢(x) = g(x) exp(Fax), (134)

kde horné znamienko plati pre = > 0, dolné pre x < 0 a g(z) je l'ubovolna funkcia. Po dosadeni
takejto funkcie do (130) dostaneme diferencialnu rovnicu pre g(z)

_ 2m.e?

§'() % 209 () % Dgr) =0, 5= (135)
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kde ¢iarkami je oznacend derivacia podla z. Této rovnica sa nast’astie da vyriesit’' rozlozenim ¢(z)
do mocninného radu

g(z) = aa™ (136)
n=1
Potom
g ()= ama"", ¢'(x) =D amnn—1)2""7=> apui(n+1L)na""". (137)
n=1 n=2 n=1

Po dosadeni (136) a (137) do (135) dostaneme
Z[n(n + 1)an+1 + (2an - ﬁ)an]xn_l = 0. (138)
n=1

Téato rovnica musi byt’ rovna nule pre Vz, ¢o bude splnené vtedy, ked’ koeficient pri kazdej mocnine
bude nulovy. Z tejto podmienky dostaneme rekurentny vzt'ah pre a,

2an — 3
n(n+1)
Pre dostatocne vel'ké n tento vzorec konverguje k

2 +2a)"
Ap+1 = iﬁan = ( a)
n

ap (139)

ap4+1 =

e n> L (140)

Takze pre funkciu g(x) cez rozvoj (136) dostdvame

glz)~ar Yy (O:x) ~ ay exp(+2azx), x — +oo. (141)
— nl

Ked’ dosadime posledny vzt'ah do (134), dostaneme

= lim @™ = oo, (142)

r—F00

lim ¢(r) = lim ae™?*eTo*
r—F00 r—F00

¢o je pre viazané stavy nepripustna asymptotika.

Jediny sposob, ako sa vyhnut’ tejto zlej asymptotike, je urobit’ rad (136) koneénym v pocte
jeho ¢lenov. Exponencidlna funkcia v (134) totiz v kritickych limitdch “prevézi” kazdy polyném
kone¢ného radu. Z rekurentného vzt'ahu (139) vidime, ze rad (136) bude mat’ konecny pocet
¢lenov prave vtedy, ked’ hodnota parametra o bude taka, ze pre nejaké prirodzené n bude splnena

rovnica
2an = f. (143)

Lenze « je funkciou energie. Moznymi vinovymi funkciami a energiami vlastnych viazanych stavov
Hamiltonovho operatora si teda také riesenia rovnice H o(z) = E¢(x), ktoré spliiaji podmienku
(143) pre nejaké prirodzené ¢islo n. Po dosadeni za « a [ do tejto podmienky dostaneme vzt'ah
pre mozné hodnoty energie Hamiltonovho operatora (129)

mee?

2h°n?’
Citatel'a musime upozornit’, ze tymto sme zatial’ len obmedzili mnozinu vietkych moznych hodnét
energie, ale nedokazali, ze kazda z hodnot (144) je vlastnou hodnotou. Museli by sme este dokézat’,
ze ku kazdej tejto hodnote naozaj existuje vlnova funkcia ¢(z) spliiajiica rovnicu (130). To tu ale
nebudeme robit’, ked’ze nasim hlavnym ciel'om bola hlavne demonstracia matematickych postupov,
ktoré pouzijeme na zratanie energetického spektra atému vodika. Ale to sa budeme musiet’ vratit’
do troch rozmerov.

E = n=123,.... (144)
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4.10.2 Trojrozmerny pripad

Ked'ze potencidlna energia v (128) zavisi len na r = (22 + y? + 2%)1/2, Hamiltonov operator nez-
meni svoj tvar, ked’ budeme atom vodika popisovat’ v I'ubovolne pootocenej suradnicovej stustave.
Vd'aka tejto sférickej symetrii je vyhodne pri rieSeni rovnice H o(r) = E¢(T) prejst’ od kartézskych
suradnic (x,y, z) k sférickym suradniciam (r, 0, )

xr = rsinfcos g, (145)
= rsinfsiny, (146)
z = rcosb. (147)

Operéator V2 méa v sférickych stradniciach nasledovny tvar

by T[T 0 (e 1 o
v¢_rﬁr2(r¢)+r2 sin 6 06 Sm@f)Q +sin298cp2 . (148)

KedZze m4a skumany fyzikalny systém (a teda aj rieSend diferencidlna rovnica) sféricki symetriu,
skiisme zacat’ hl'adanim sféricky symetrickych rieseni

¢(7) = o(r). (149)
Ked’ dosadime (148) a (149) do H¢(F) = E¢(7), dostaneme diferencialnu rovnicu pre ¢(r)

1 d? 2m, e2

Sgar9) =— 72 <E + r) ¢. (150)
Tto rovnicu mozeme eSte prepisat’ do tvaru

d? 2m. e?

St =2 (542 100 (151

kde f(r) = r¢(r). Vsimnime si podobnost’ tejto rovnice s rovnicou (130).

Budeme sa zaujimat’ o rieSenia prislichajice viazanym stavom. To znamena, ze vzhl'adom na
charakter potencidlu budd mat’ tieto stavy zapornui energiu. Naviac budeme musiet’ vybrat’ také
rieSenia rovnice (150), resp. (151), ktoré maju asymptotiku viazanych stavov. Pre velmi velké r
mozeme zanedbat’ druhy ¢clen v zétvorke na pravej strane rovnice (151). Dostaneme

d*f(r) 2m.FE
= 2f(r), a=/— o E <. (152)
Obecné riesenie tejto rovnice mé tvar
r—oo: f(r)=ro(r)=Cre + Coe™ . (153)

Ked’ zvazime poziadavku konvergencie v nekonecne, potom musime polozit’ C; = 0. Preto budeme
hl'adat’ rieSenie v tvare

f(r) = g(r) exp(—ar), (154)
kde g(r) je lubovol'né funkcia spiiajica rovnicu
s 2mg
g'(r) = 2ag'(r) + "g(r) =0, F=—5" (155)

35



Pozornému citatel'ovi iste neuniklo, ze sa tato situacia zacala naramne podobat’ na to, ¢o sme
rieSili uz v jednorozmernom pripade. Preto mdzeme vyuzit’ tam nadobudnuté skisenosti. Ked’
g(r) budeme hl'adat’ v tvare mocninného radu

g(r) = i anr", (156)

dostaneme pre koeficienty a,, podmienku

2an — (3

= man. (157)

Qp+1

Kvoli dosiahnutiu spravnej asymptotiky budeme musiet’ pozadovat’, aby rad (156) mal iba konecny
pocet ¢lenov, ¢o sa da zabezpecit’ iba ak bude pre nejaké n splnena podmienka

2an = .
Z tejto podmienky potom dostaneme vzt'ah pre mozné hodnoty energie

meet

B=_
2h2n2’

n=123,.... (158)
Pripominame, ze obmedzend mnozina pripustnych energii je priamym dosledkom okrajovych pod-
mienok (v nasom pripade asymptotiky pre r — oo) kladenych na vlnové funkcie.

4.10.3 Porovnanie s experimentom

Vlnové dfiky svetla vyzarovaného (pohlcovaného) atémom vodika vytvaraji na spektrdlnom di-
agrame zoskupenia c¢iar, ktorym sa zvykne hovorit’ série. Najdolezitejsie série maju svoje nazvy
podl’a fyzikov, ktori ich objavili a studovali. Tak napriklad mame Lymanovu sériu, Balmerovu
sériu, Ritz-Paschenovu sériu a niektoré d’alsie. Namerané hodnoty niektorych vlnovych diiok,
ktoré prislichaju tymto sériam v spektre atomu vodika, si uvedené v nasledovnej tabulke:

Lyman | Balmer | Ritz-Paschen
Anm] | Alnm)] Alnm]
97.3 377.1 1093.8
102.6 | 379.8 1281.8
121.6 | 383.5 1875.1
388.9 (159)
397.0
410.2
434.0
486.1
656.3

Vidime, ze Lymanova séria lezi v ultrafialovej oblasti elektromagnetického Zziarenia, Balmerova
séria zodpoveda viditenému svetlu a Ritz-Paschenova séria je v ultrafialovej casti spektra.
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Aby sme mohli porovnat’ spravnost’ nasho vysledku s experimentom, je uzitoéné vycislit’ nasle-

dovnu konstantu

mee?

er = ooz ~ 13,6 eV a2 18 x 10718 J, (160)
ktord sa zvykne nazyvat’ aj Rydbergova energia. Vztahy (127) a (158) predpovedaji, ze atém
vodika by mal vyzarovat’ svetlo s vlnovymi dlzkami

An,m) = 270 - _1 = 9?? T (161)
er |7z — a2l 7zl
Niektoré hodnoty vypocitané podl'a tohoto vzt’ahu st uvedené v nasledujicej tabulke:
m [ A(1,m) | A(2,m) | A(3,m)
[nm] [nm] [nm]

1 121.6 | 102.6
2 | 121.6 656.5
3 | 102.6 | 656.5
41 973 486.3 | 1875.7 (162)
51 95.0 434.2 | 1282.2
6 | 93.8 410.3 | 1094.1
71 93.1 397.1 | 1005.2
8 | 92.6 389.0 | 954.9
9| 923 383.7 | 923.2
10 92.1 379.9 | 901.8

Porovnanie hodnot v obidvoch tabulkach vedie k potesitelnému zaveru, ze dokazeme vysvetlit’
spektrum atomu vodika. Vyrazne sa tym posiliuje naddej, zZe nase doterajsie predpoklady a uvahy
nie st len prazdnymi (aj ked’ sofistikovanymi) $pekuldciami a ze mé zmysel skusit’ na ich zdklade
sformulovat’ konzistentni vedecku tedriu mikrosveta, ktori budeme nazyvat’ kvantova mechanika.
A o tom budu nasledujice kapitoly.
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5 Dvojhladinovy systém

Pokisime sa vybudovat’ formalizmus tedrie mikrosveta, ktorda sa nazyva kvantova mechanika.
Za¢neme $tidiom spravania najjednoduchsieho kvantového! fyzikdlneho systému, v ktorom merans,
fyzikalna velicina moze nadobudat’ len dve rozne hodnoty. Prototypom takéhoto fyzikalneho
systému je spin elektronu, ktorého prejavy a vlastnosti boli prvykrat pozorované v Stern-Gerlachovom
experimente.

5.1 Stern-Gerlachov experiment

- Stern a Gerlach (1921);
- meranie dip6lového magnetického momentu atému striebra;

Usporiadanie experimentu:

V Stern-Gerlachovom (SG) pristroji je medzi dvomi pélovymi nadstavcami vytvorené ¢asovo
konstantné magnetické pole B (7), ktoré smeruje od jedného nadstavca k druhému a jeho velkost’
zavisi len od vzdialenosti k nadstavcom; od jedného k druhému velkost’ pol'a narasta. Takéto pole
mozeme zapisat’ nasledovne

B(F) = B(ry) - bo, (163)
kde I;O je jednotkovy vektor v smere magnetického pol'a, ktory nezavisi od " a
ry =7 bo (164)

je priemet (suradnica) vektora i* do smeru magnetického pola. Pre konkrétnost’ budeme predpok-
ladat’, ze vel’kost’ magnetického pol'a narasta v smere by, ¢o je vyjadrené v podmienke

dB
ar, > 0. (165)
Ak smer go stotoznime s osou z, potom 7| uddva z-ovi sturadnicu, | = 2. Magnetické pole md
potom nenulovi len z-ovi zlozku, ktorej velkost’ zavisi len na z: dB(z)/dz > 0.

Cez SG pristroj, kolmo na magnetické pole B , prechadza zvazok atémov striebra s nahodne
orientovanymi magnetickymi dipélovymi momentami. Po prejdeni SG pristrojom atémy dopadni
na tienidlo, kde v mieste dopadu zanechaju stopu.

Predpoved’ klasickej fyziky:

Na elektricky neutrdlne atémy posobi v magnetickom poli nulova Lorentzova sila. Atém s nenulovym
magnetickym momentom /i interaguje s magnetickym polom. Energia atému v poli B je W =
—i B. Sila poOsobiaca na atéom je

F=—VW =V(ji- B) = V|(ji - bo)B] = (ji - bo)(VB). (166)
Po kratkej uprave sa da ukazat’, ze
dB -
B = — bg. 167
VB(ry) ary 0 (167)

16Privlastkom kvantovy tu mame na mysli taky fyzikdlny systém, ktory bude explicitne vykazovat’ vlastnosti
charakteristické pre objekty mikrosveta.
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Potom

B dB -
F=p (drn bo) , (168)

kde p je priemet (stradnica) magnetického dipélového momentu v smere 50

= i - bo. (169)

Zo (168) vidime, ze sila posobi pozdfz magnetického pola: ked’ p > 0, je to v smere pola, ked’
< 0, je to proti smeru pola.

Ak os z smeruje nahor pozdii pola B , potom g bude z-ovou zlozkou ji, magnetického momentu
atému. Posobenim sily (168) sa atémy v SG pristroji vychylia v kladnom smere z. Zétvorka v
(168) je dana dizajnom SG pristroja. Jedind premennd veli¢ina, od ktorej zavisi velkost’ vychylky
atému, je priemet i do smeru 50. Tento moze nadobudat’ hodnoty

—|al < pe <+l (170)

Z toho vyplyva, ze po zapnuti magnetického pol'a sa stopa na tienidle rozsiri v z-ovom smere na
pruh so stredom v z = 0. Atémy s p, > 0 sa odchylia smerom nahor (z > 0) a atémy s u < 0 sa
odchylia smerom nadol (z < 0).

Ako sa zmeni situdcia, ak SG pristroj otoéime okolo osi atémového zvéizku o 180°7 Naivne by
sme mohli ocakavat’, ze potom atéomy s p, > 0 sa budu vychylovat’ nadol a atémy s p, < 0 nahor.
Ale toto nezodpovedd skutocnosti. Je potrebné uvedomit’ si, ze smery ‘nahor’ a ‘nadol’ nie su v
priestore ni¢im vynimoc¢né a mohli by sme ich pokojne vzajomne zamenit’. Ak by sme napriklad
vykonali nas experiment u protinozcov niekde v Australii, jeho vysledok musi byt’ rovnaky. V
samotnom experimente v skutocnosti existuje vyznacny smer a to smer magnetického pola B.
Vysledky experimentu musia byt’ rovnaké u nas aj v Australii prave vzhl'adom na tento vyznacny
smer. Ked’ cez SG pristroj bude prechddzat’ atém s fi - bo > 0, bude sa podl'a (168) vychylovat’ v
smere by. (A to musi platit’ aj v Australii.) Ak bude ji- by < 0, potom sa atém vychyli proti smeru
l;o. Ked’ to celé zvazime, musime prist’ k zaveru, ze ak SG pristroj otocime okolo osi atémového
zvazku o 180°, atémy s p, > 0 sa budu stéle odchylovat’ nahor a atémy s p, < 0 nadol. Analyza
tejto situdcie by ndm mala pomoct’ uvedomit’ si, ze SG pristroj meria relativnu orientaciu i voci B

na zaklade relativnej orientacie vychylky zvazku voci B. Pri nasom dizajne SG pristroja to zna-

mend, ze ak sa zvézok vychyluje v smere (proti smeru) E, potom magneticky moment atému /i
je orientovany v smere (proti smeru) B, t.j. ) >0 (1 < 0).

Pozorovanie:

Pri vypnutom magnetickom poli dopada zvazok atémov na tienidlo v bode z = 0. Po zapnuti Bsa
na tienidle objavia dve oddelené stopy so suradnicami (yi,z;) = (0,Az) a (y_,z_) = (0, —Az).
Vyzera to tak, ze sa povodny zvizok atomov pri prechode SG pristrojom rozstiepil na dva zvazky,
ktoré lezia v rovine (z, z).

Rozsirenie experimentu:

- do cesty jednému z rozstiepenych zvazkov postavime d’alsi SG pristroj (SG’), pricom z’ bude
smer prichddzajiceho zvéizku a z’' smer magnetického pola v SG/;

- rovina (2/, 2') je totozna s rovinou (z, z);

- pri prechode cez SG’ sa zvazok nerozstiepi, len vychyli;
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- rovnaky vysledok pri obidvoch zvazkoch;

Mozna interpretacia:

- veli¢ina (parameter), od ktorej zavisi zmena smeru pohybu atémov striebra v SG pristroji moze
nadobudat’ len dve hodnoty, pravdepodobne symetrické voci nule;

- medzi atémami Ag, ktoré vstupovali do SG, sa vyskytovali nositelia jednej aj druhej hodnoty
spominanej veli¢iny;

- v SG sa atomy rozdelili do dvoch zvéazkov v zavislosti od hodnoty tejto veliciny. V kazdom
zvéazku za SG uz bola hodnota tejto veli¢iny jednoznaéne dand a preto prechod cez SG’ nesposobil
d’alSie rozstiepenie zvizku;

- ocakavanda korespondencia medzi zakonmi klasickej fyziky a zdkonmi mikrosveta vedu k hy-
potézel”, 7e za rozstiepenie je skutocne zodpovednd interakcia magnetického dipélového momentu
atomu Ag s magnetickym polom v SG. Plus je potrebné pridat’ klasickou fyzikou nevysvetlitelny
predpoklad, ze z-ova zlozka tohoto magnetického momentu, p,, moze nadobidat’ len dve hodnoty,
+u.

Kvantovy opis:

Ako by vyzeral kvantovy opis takejto situacie? Vyziareny atém Ag je v nejakom stave ), ktory
sa bude vyvijat’ v ¢ase; nech mu zodpoveda vlnovy balik vel'mi malych rozmerov pohybujtci sa
po drahe zvazku dost’ rychlo na to, aby jeho rozmazanie bolo zanedbatelné. Amplitida pravde-
podobnosti, ze atém nédjdeme v ¢ase t v bode 7, je (7, t) = (Fli(t)). Oznacme cas vyziarenia
atému ako t;, cas prechodu cez SG ako t,, a ¢as dopadu na tienidlo ako t3. V Case t; < t < ty
nepozname hodnotu veli¢iny p, a preto amplitidu (7, t) mozeme vyjadrit’ ako linedrnu super-
poziciu amplitid zodpovedajicich konkrétnym hodnotam p, = 4+p. Oznaéme tieto amplitudy

ako 1y (7, t) = (4 (1)) a Y- (7t) = (Fly_(t)). Potom
w(ﬁ t) = C+1/)+(Fv t) +e o (Fv t)v (171)

kde c+ st komplexné c¢isla majice tulohu vahovych koeficientov urcujicich zastipenie dvoch
roznych hodnot p, v danej vlnovej funkcii. Vzhladom na okolnosti experimentu ocakavame,
ze ked' by sme merali polohu atému pred jeho vstupom do SG (t; < t < t3), nepozorovali by sme
stuvislost’ medzi priestorovym rozlozenim jeho vyskytu a hodnotou p,. To znamend, ze priestorové
zévislosti 1, (7, t) a ¥_ (7, t) st rovnaké.

Magnetické pole v SG vychyli pohyb vlnovej funkcie v, (7, ¢) smerom nahor a pohyb ¢_ (7, )
smerom nadol. Od okamihu ¢ = ¢, bude teda priestorovd a ¢asovd zavislost’ 1, (7, t) ind ako
_(r,t). V tase t = t3 sa obidve funkcie dostantu do oblasti tienidla. Pri zanedbatelnych rozmeroch
funkeif ¥4 (7, t3) plati

[Pl (ta))| = [P -t ) =1, (Pl (ts)) = (P l-(23)) = 0, (172)

kde 7+ st polohy hornej a dolnej stopy atémov striebra na tienidle.

Pravdepodobnost’, ze atém Ag bude detekovany tienidlom v ¢ase t < t3, je prakticky nulova,
pretoze v tomto ¢ase je hodnota vlnovej funkcie (171) v oblasti tienidla zanedbatelna. Situdcia sa
zmeni v Case t3. Ak& je pravdepodobnost’, ze v tomto okamihu bude atém detekovany v 7, alebo
77 Odpoved’ dostaneme pomocou (172)

Py = [0(F t) 2 = les?,  Po = [0(F, ) 2 = o2 (173)

170Okrem toho, ze takato hypotéza by bola v stilade so spomfnanym principom korespondencie, sti¢asne patri k
najjednoduchsim vysvetleniam. Vzdy je prirodzené zacat’ testovat’ hypotézy od tych jednoduchsich.
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Poloha detekcie atému na tienidle je korelovand so zastipenim hodnoty p. vo vlnovej funkcii
(171). Zmeranim polohy atému na tienidle sic¢asne zmeriame aj p,. Takze SG spolu s tienidlom
slizia ako pristroj na meranie p,. Meranim pocetnosti vyskytu atémov Ag v bode 7, resp.
7_, dostaneme pravdepodobnost’ namerania +pu, resp. —u. SG experiment je prikladom merania
kvantového systému, v ktorom fyzikalna velicina moze nadobidat’ len dve rozne hodnoty.

5.2 Od amplitady pravdepodobnosti k stavovému vektoru

Uvazujme kvantovy fyzikdlny systém, v ktorom velicina M moze nadobudat’ len dve hodnoty:
my a ma. Amplitidy pravdepodobnosti, ze v stave ¢ nameriame m;y, resp. mo, su (1|1)) a (2|)).
Hodnoty m; o nazyvame vlastnymi hodnotamsi veliciny M a stavy, v ktorych nameriame tieto
hodnoty so 100%-nou pravdepodobnost’ou budeme nazyvat’ jej vlastnymi stavmi.

Priestorové rozlozenie pravdepodobnosti najdenia takéhoto systému je dané vinovou funkciou
¥ (7) = (Fly). Vinovymi funkciami pre vlastné stavy veliciny M st amplitudy (7]1) a (]2). Ak sme
nezmerali velicinu M, potom amplitida najdenia systému v bode 7 je vo vSeobecnosti linedrnou
superpoziciou amplitid zodpovedajicich jednotlivym vlastnym hodnotam M

(Fly) = e (F]1) + e2(712), (174)

kde ¢; 2 su komplexné ¢isla urcujuce vel'kost’ prispevku jednotlivych vlastnych vlnovych funkcii.

Doteraz sme, v siulade s Bohrovou interpretaciou, matematicky popisovali fyzikalne stavy
prave pomocou Specialnej triedy amplitid pravdepodobnosti, pomocou vlnovych funkcii. Matem-
aticky popis fyzikdlneho stavu bol previazany s meranim fyzikalnej veli¢iny, menovite polohy.
Aj ked’ takyto pristup cez vlnové funkcie umoznuje sformulovat’ zakony kvantovej mechaniky a
uspesne prevadzat’ praktické vypocty, je interpretacne nie celkom uspokojivy. Ak verime, ze
fyzikalny systém existuje v nejakom stave nezavisle na tom, ¢i a ¢o budeme na nom merat’, potom
zakladnym objektom popisu v kvantovej mechanike by nemala byt’ amplitiida pravdepodobnosti,
ale prave fyzikalny stav. Lenze aky matematicky objekt zodpovedd fyzikalnemu stavu v kvan-
tovej mechanike? To nie je az také zlozité tipovat’. VInové funkcie, ktoré dokazu reprezentovat’
tyzikalne stavy, spiﬁajli princip superpozicie. Je preto prirodzené ocakavat’, ze rovnaky princip
musi platit’ aj pre samotné stavy: linedrna kombindcia fyzikalnych stavov je opéat’ fyzikalny stav.
Taktto vlastnost’ maju prvky vektorového priestoru a preto kazdému fyzikalnemu stavu priradime
stavovy vektor z vektorového priestoru fyzikalnych stavov daného fyzikalneho systému.

Vektory sa zvyknu oznacovat’ Sipkou, ale my zvolime symboliku, ktora koresponduje s nasou
Specidlnou notéaciou'® pre amplitiidy pravdepodobnosti. Vo vzt'ahu (174) (7] oznacuje merant
veli¢inu a zvysna Cast’ symbolizuje merany stav. Je preto prirodzené oznacit’ stavovy vektor stavu
1 ako |1). Potom rovnica (174) v jazyku stavovych vektorov ma tvar

V) = a1|1) + c2|2), (175)

kde |1) a |2) su vektory priradené vlastnym stavom veliciny M. Z definicie vlastnych stavov
vyplyva, ze [(1|1)| = [(2|2)] = 1 a (1|2) = (2]1) = 0, kde druhd séria rovnic vyjadruje fakt, ze
pravdepodobnost’ namerania my, resp. ms, v stave |2), resp. |1), je rovné nule.

Symbol (i|¢)) oznacuje amplitidu namerania m; v stave |¢)). Ked’ze nameranim hodnoty m; sa
systém dostane do stavu |7), mozno symbol (i|1)) interpretovat’ aj ako amplitidu toho, ze systém,

18 Azda je toto uz vhodné miesto ¢itatelovi prezradit’, ze tito notéciu zaviedol Dirac.
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ktory je v stave |¢), bude “ndjdeny” v stave |i). Takéto interpretacia vedie k tomu, Ze pre kazdy
vektor |¢)) musi platit’ (¢)|¢)) = 1. Potom pre vlastné vektory budeme pozadovat’

) = @2) =1, (12) = 2[1) =0. (176)

Toto nabdda k predstave, ze vektory {|1),|2)} tvoria ortonormalnu bazu na 2-dim komplexnom
vektorovom priestore V' so skaldrnym stuc¢inom. Skaldrny su¢in medzi stavovymi vektormi [¢) a |¢)
by mal byt’ definovany tak, aby jeho hodnota bola rovna amplitide pravdepodobnosti, ze systém
v stave [¢) bude ndjdeny v stave |¢)

Tento vzt'ah umoznuje priradit’ dobre definovany matematicky objekt aj nameranému stavu (¢|.
Symbol (¢| mozeme chépat’ ako linedrnu formu'® na V', priradenti vektoru |¢) tak, ze je splneny
vzt’ah (177). Dirac nazval symbol ( | bra-vektor a symbol | ) ket-vektor. Tieto nézvy su inspirované
anglickym slovom bracket (zatvorka); zlozenim bra- a ket-vektora vznikne “bracket” (| ).

5.3 Skalarny sucin a norma na komplexnom vektorovom priestore

Teraz na chvil'u odbo¢ime a pozrieme sa podrobnejSie na niektoré matematické otdazky, na ktoré
sme narazili v predoslom texte alebo sa s nimi budeme zaoberat’ v najblizSom case. Zac¢neme
s definiciou skaldrneho siuc¢inu na komplexnom vektorovom priestore. Takyto skaldrny sucin je
zobrazenie V' x V — C s nasledujicimi vlastnost’ami pre Vda, l;, ceV,aecl:

1. (@,b+ ad) = (@,b) + (@, ?) linearita v druhom argumente
2. (@,b) = (b,a@)* symetria
3. (@,a) >0, VYa+#ao pozitivna definitnost’

Komplexny vektorovy priestor so skalarnym stc¢inom nazyvame unitdrnym.
Z prvych dvoch vlastnosti skalarneho stucinu vyplyva jeho anti-linearita v prvom argumente:

(@ +ab,d) = () + a* (5, 2).

Dalej mozeme ukazat, ze
(d,a) =0 <& d=o.
Pre komplexny skalarny sucin plati Schwarzova nerovnost*

- -

(@ b)) < (@,a)(b,b), Va,beV.

Doékaz:
Zadefinujme vektor

-

b

-

b.

—~

I
~

r=d—

S
S

(b, )

19Line4rna forma na vektorovom priestore V je linedrne zobrazenie V — R, resp. V — Z. Vsetky linedrne formy
na danom vektorovom priestore tvoria tiez vektorovy priestor, ktory sa nazyva dudlnym vektorovym priestorom,
V.

Y
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Je to vlastne priemet vektora @ na smer kolmy k b a leziaci v rovine definovanej vektormi a a b.
Lahko ukazeme, ze pre vektor ¥ plati
(b, %) = 0.

Vzhl'adom na vlastnosti skaldrneho suéinu je (#,7) > 0. Ked do tejto nerovnosti dosadime
definiciu vektora ¥, dostaneme

—

(

Jednoduchou tupravou potom dospejeme k Schwarzovej nerovnosti

@)

=

|2

0< (7,7) = (@) -

S
~—

I

-

|(b,@)|* < (@,a)(b,b).
Koniec dokazu.
Na vektorovom priestore mozeme zaviest’ normu vektora. Takyto vektorovy priestor potom

nazyvame normovangym. Norma je zobrazenie V' — R s nasledujicimi vlastnost’ami pre Va,b €
V,a e C:

1. ||d]| >0, Va#ad pozitivna definitnost’
2. ||ad]| = |of - ||| linearita
3. l@+b| < ||a@| + ||o]| trojuholnikovd nerovnost’

Z prvych dvoch vlastnosti vyplyva

= 0.

SI

@l =0 <«

Ortogonalna béza, ktorej bazové vektory maju jednotkovu dlzku, sa nazyva ortonormdlna.
Na unitarnom vektorovom priestore mozeme prirodzene zaviest’ normu pomocou skalarneho

suéinu
@l = +/(a@,a).

Bolo by potrebné sa presvedcit’, ze takyto vyraz ma naozaj vlastnosti normy.

5.4 Dalsie vlastnosti stavového vektora

Defini¢ny vzt’ah (177) umoznuje odvodit’ zakladné pravidla pre pocitanie s bra- a ket-vektormi.
Uvidime, Ze na Diracovu zatvorku sa bez zmien prenesu vlastnosti skalarneho sucinu a preto sa
pri vypoctoch zvacsa mozeme divat’ na nu ako na symbol skaldrneho sti¢inu.

Dohodneme sa, ze linedrnu kombindciu ket-vektorov [¢) 4+ a|¢) modzeme v pripade vyhodnosti
zapisat’ aj v kompaktnejsej forme [1) + a¢). Ak ket-vektorom [i)) a |¢) zodpovedaji bra-vektory
(V| a (¢, aky je bra-vektor zodpovedajici uvedenej linedrnej kombindcii? Oznac¢me ho (1) + ag|.
Potom pre 'ubovolné |n) plati

(W +agln) = (1Y +ad), [m) = ([9) + alg), [n) = (1¥), [n) + *(1¢), [n) = (Lln) + ™ (|n).

Z toho vyplyva, ze
(Y + ag| = (Y[ + " (g]. (178)
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Podobne mozeme odvodit’ nasledovné vzt’ahy pre Diracovu zatvorku
(Y]ad) = apld), (a]g) = a™()l¢),

(179)
(W) = (o), (180)
(Yl) >0, (181)
(182)
(183)

(Ylp) = 0 < [) je nulovy vektor, 182

[(]D)* < (l)(d]), 183
kde [1),]¢) € V,a €C.

Kedze sme na priestore stavovych vektorov definovali skalarny stic¢in, mézeme pomocou neho

zaviest’ aj normu
I = /(&) (184)

Vsimnime si, Ze norma vektora sa nezmeni, ak ho vynasobime fazovym faktorom exp(i«), kde « je
Tubovolné redlne ¢islo. Vzhladom na to, ze pre vSetky stavové vektory plati (¢|¢)) = 1, potom tiez

)] = 1. To znamend, ze stavy fyzikalnej stustavy si opisané stavovymi vektormi s jednotkovou
dlzkou, tzv. normovanymi vektormi. Kazdy vektor moézeme normovat’ podla schémy

O Jwlw)

Kazdy vektor ) € V mo6zeme zapisat’ ako linedrnu kombindciu vlastnych vektorov veliciny
M, ktoré, vzhladom na (176), tvoria ortonormélnu bézu priestoru V. To znamend

) = an|1) + @2]2). (186)
Koeficient «; dotaneme, ked’ vzt'ah (186) vyndsobime bra-vektorom (i|
a; = (ily), i=1,2. (187)

Z tohoto vztahu je tiez zrejmé, Ze |a1|* a |as|? uddvaji pravdepodobnosti, 7Ze v stave |¢)) nameriame
hodnoty m, a ms veliciny M. Inymi slovami pravdepodobnosti, ze systém bude néjdeny v stave
|1) alebo |2). Z normovacej podmienky (¢|¢)) =1 (ale aj z interpretacného kontextu) vyplyva, ze

| |2 + |aa]? = 1. (188)
Ked' dosadime (187) do (186), dostaneme
) = [ (A) +12)2[y) = (Z Wil) V).
i=1,2

Z porovnania prvého a posledného vyrazu v tejto rovnici vyplyva, ze objekt v okrihlych zatvorkach
musi zodpovedat’ jednotkovému operatoru?’

S livi| =1 (189)

i=1,2

20Pripomeiime, ze operatorom na vektorovom priestore V nazyvame zobrazenie V — V, ktoré vektoru priradi
vektor.
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Toto je splnené vtedy, ked’ sumujeme cez vSetky vektory bazy vektorového priestoru. V obratenom
zmysle by sme tuto rovnicu mohli chapat’ aj ako test toho, ¢i mame k dispozicii vsetky bazové
vektory. Preto sa rovnica (189) zvykne nazyvat’ aj podmienkou uplnosti systému ortonormovanych
vektorov {|i)}Y ;.

Co dostaneme, ak by sme v (189) nesumovali cez vetky vektory bazy? Ukazuje sa, ze

Py

I
—
~
—~
=
.
I
=
S~
—~
5

(190)
su projekéné operatory, ktoré robia projekciu 'ubovolného vektora |¢)) € V' do smeru |1), resp. |2)

Pilg) = 11)(1) = 1), Bafw) = [2)(2[) = al2).
Lahko sa da ukazat’, ze operatory P a b spiﬁajli vSeobecné vlastnosti projekénych operatorov

pl—l-pz:i, p12,2:p1,27 PP =hRP =0 (191)

5.5 Stredné a vlastné hodnoty fyzikalnych velicin

Predstavme si, Ze sme na systéme v stave [¢) vykonali velmi (nekoneéne) vela merani veli¢iny
M. Hodnotu m; sme dostali Ni-krat a hodnotu msy No-krat. To znamend, Ze pri jednotlivom
akte merania je pravdepodobnost’ namerania hodnoty m; rovnd P, = N;/N a pravdepodobnost’
namerania hodnoty ms je rovnd P, = Ny/N, kde N = N; + Ny. Stredna hodnota veli¢iny M,
ktori dostaneme na zaklade tychto opakovanych merani, je

N1m1 + N2m2
(M) =
N1+ Ny

= P1m1 + Pgmg. (192)

Ak by sme vedeli, v akom stave [¢) sa fyzikdlny systém nachddza, vedeli by sme strednid hodnotu
veli¢iny M predpovedat’ s vyuzitim (187)

<M> :m1|a1|2+m2|a2|2. (193)

Pri vinovych funkciach sme nasli sposob vypoctu strednej hodnoty polohy, hybnosti a energie
pomocou diferencidlnych operatorov priradenych tymto velicinam. Naviac sme prisli k zaveru, ze
vo fyzikdlnom experimente sa daji namerat’ len vlastné hodnoty tychto operatorov. Vychadzajuic
z tejto skisenosti, prirad'me veli¢ine M linedrny?! operator M taky, aby platilo

MH) = m1|1),
M[2) = my2). (194)

Aj v tomto pripade zavedieme Standardné nazvoslovie: |i) su vlastné vektory a m; zodpovedajice
vlastné hodnoty veli¢iny (operétora) M. Fyzikalne veliciny, ktoré sa daji merat’, sa v kvantovej
mechanike zvyknua nazyvat’ pozorovatelné.

Pozrime sa, comu je rovna amplitida®? (4| X |¢). Z rovnic (194) a ortonormality vektorov |i)
dostaneme

(M) = (i (1] + a3(2]) M (u|1) + a2]2)) = mafau]® + malag|. (195)

21Pre kazdy linedrny operator A plati: AWJ + ag) = fl\i/}) + afl|¢)>.
227.4pis (]| X|p) je ekvivalentny zépisu (0| X @). Z toho tiez vyplyva, ze (| X|o)* = (Xop|y).
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Porovnanim (195) s (193) dospejeme k zaveru, Ze strednd hodnotu veliciny M v stave [¢) vieme
pomocou operatora M vyjadrit’ nasledovnym sposobom

(M) = (| M[p). (196)

Netreba azda diskutovat’ o tom, ze merand veliCina, a teda aj jej stredna hodnota, musia byt’
redlne ¢isla, (M) € R. To znamend, ze (M) = (M)*. PrepiSme tito rovnicu pomocou (196)

(WIM|Y) = (| M )" (197)
Stcasne ale, pravé strana je rovna (Mu|i)), takze
(WM ) = (M¢]y). (198)

Vsimnime si, ze ak (197) plati pre stavové (normované) vektory, potom plati pre vsetky vektory
z daného vektorového priestoru.

Ukézeme, ze z (M) = (M)* vyplyva obecnejsia podmienka. Rovnica (197) musi byt’ splnend
pre kazdy vektor e|th;) + e®|i)s), kde |th12) si Pubovolné stavové vektory a a, b st I'ubovolné
realne ¢isla. Po malych dpravach dostaneme

ei(b_a)[<¢1|l\zf|¢2> - <¢2’M|¢1>*] = ei(a_b)[<¢1|MW2>* B <¢2‘MW)1>]‘

Ked'ze vol'ba parametrov a a b je nezavisld od vyberu vektorov |¢q2), tdto rovnica moze byt’
splnena pre 'ubovol'né a, b len vtedy, ked’ vyrazy v hranatych zatvorkach budua rovné nule. Pretoze
ide o vzajomne komplexne zdruzené vyrazy, mozeme tuto poziadavku splnit’ jednou rovnicou

([ M[th2) = (| M]tr)". (199)
Pravi stranu mozeme tiez prepisat’ pomocou
<1/J2|]\A4|¢1>>k - <M¢1|¢2>- (200)

Linearny operator spfﬁajﬁci vzt’ah (199) sa nazyva Hermitov operdtor. Prisli sme teda k zdveru,
ze pozorovatenym v kvantovej mechanike su priradené hermitovské operatory.

Nie kazdy linedrny operator je vSak hermitovsky. Vo vSeobecnosti, ak k danému linedrnemu
operatoru A existuje operator B taky, 7e pre obecné vektory [¢), \qﬁ} je <¢\A[¢) (¢\B|w>
potom operator B nazyvame hermitovsky zdruZenym k A a znaéime AT

(] Alg)" = (8| AT|¢). (201)
Ekvivalentna podoba tohoto vzt'ahu je
(] Alg) = (ATy|g). (202)

Aky bra-vektor (¢'| priradime ket-vektoru |¢') = A|¢)? Ked Tavii stranu rovnice (201)
prepiSeme v tvare (A¢|y)) = (¢'|1)) a porovndme s pravou stranou (201), prideme k zaveru, ze

) =Alp) = (¢ = (gl (203)
Podobne sa daju ukazat’ nasledovné vlastnosti operacie hermitovského zdruzenia
(ad)t = oAl (204)
(A+B)t = A+ Bf, (205)
(AB)t = BUAT, (206)
(AN = A (207)
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Operétor A je hermitovsky prave vtedy, ked” At = A.
Pozrime sa blizsie na vlastnosti hermitovskych operatorov. Sformulujeme a dokazeme tri vety
o hermitovskych operatoroch.

1. Vsetky vlastné hodnoty hermitovského operatora si realne cisla.
Dokaz:
Nech A je hermitovsky operator a |a;) jeho vlastné vektory?® zodpovedajice vlastnym hodnotdm
Q;
A\a,> = ai]cm, 1= ].,2

Odtial X

(a;|Ala;) = a; (ai]a;) -

N—— N——

(A, >0

Ked’Ze stredna hodnota hermitovského operatora je realne cislo, si redlne aj vlastné hodnoty a;.

2. Vlastné vektory hermitovského operatora prislichajice roznym vlastnym hod-

notam su ortogonalne.
Dokaz:
Z rovnice pre vlastné vektory vyplyvaju vzt’ahy

<a2!fi\a1> = a1(az|a), (allf‘i\@)* = az (a1]az)” .
—— ——

(az|Ala1) (azla1)

Odc¢itanim tychto dvoch rovnic dostaneme
0= (Cll — a2)<a2|a1).

Kedze a; # as, je
<G,2’(11> =0.

Vzhl'adom na to, ze |a;) # |0), vektory |a;) a |az) si vzdjomne ortogondlne.

3. Vsetky vlastné vektory hermitovského operatora tvoria bazu vektorového priestoru.
(teoréma iuplnosti)

Namiesto dokazu pontukame citatel'ovi, aby si premyslel nasledovné tvrdenie. Ak v ziadnom mys-
litel'nom stave, v ktorom sa moéze dany fyzikalny systém ocitnit’, nenameriame taku hodnotu
veliciny A, ktora by nebola vlastnou hodnotou operatora A, potom je kazdy fyzikalny stav daného
systému vyjadritel'ny ako linedrna superpozicia vlastnych vektorov operatora A.

Definujme komutdtor dvoch operdtorov A a B nasledovne

A A A A

[A, B = AB — BA. (208)
Komutatory majui nasledovné vlastnosti

1.

A

[AB,C] = A[B,C] + [A, B|C; (209)

237 definicie medzi vlastné vektory nepatri nulovy vektor.
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2. Jacobiho identita: o o o
[A, [B,C] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0; (210)

3. Ak [/1, B] = (0, potom operatory AaB maju spolocné vlastné vektory;
Dokaz:
Nech Ala;) = a;|a;). Potom

AB’CL» = EA‘CL» = aié\(m
To ale znamens, ze vektor B la;) je tiez vlastnym vektorom operétora A prislichajicim

vlastnej hodnote a;. Ak A ma nedegenerované spektrum, potom B|a;) musi byt’ ndsobkom
vektora |a;), Cize

B|az’> = bila;),

kde 0; je prislusny koeficient mernosti. Z tejto rovnice je zrejmé, ze b; je sicasne vlastnd
hodnota operatora B prislichajica jeho vlastnému vektoru |a;).

4. Ak A a B maju spolocné vsetky vlastné vektory a ak tieto tvoria uplny systém,
potom [A, B] = 0.
Dokaz:
Nech A|a;) = a;a;) a Bla;) = b;|a;). Potom pre vietky |a;) plati

AB|CL1> = aibi|ai>, BA|(IZ> = albz|az>
Odtial vyplyva, ze [A, B]|a;) = |0). Potom ale

[A, B]|¢) = |0)

pre vietky vektory [1), ktoré st linedrnou kombinéciou vektorov |a;). Ak vektory |a;) tvoria
Gplny systém, t.j. bdzu daného vektorového priestoru, potom [A, B]y)) = [0) pre vsetky
vektory vektorového priestoru a teda [A, B] = 0.

Poznamenajme, ze vety 3 a 4 platia aj v pripade degenerovanych spektier.

5.6 Princip neurcitosti

Uvazujme fyzikélny systém v stave [1)) a dve pozorovatelné A a B. Opakovanym meranim tychto
veli¢in v stave |1)) dostaneme pre kazdu z nich subor ¢isiel pozostavajuci z vlastnych hodnot tychto
velicin. Relativne zastipenie jednotlivych vlastnych hodnét v tychto siboroch bude zavisiet’ na
meranom stave. Stredné hodnoty kazdej z veli¢in budu rovné

(4) = WIA), (B) = (W|Bly).
Rozptyl nameranych hodnot charakterizuje stredna kvadratickd odchylka od strednej hodnoty
(0A4)* = (A= (A4)*) = (4%) — (4)*, (6B)*=((B—(B))*) = (B*) — (B)*.

Vo vseobecnosti st (6A4)? a (§B)? nenulové; to znamend, Ze v danom stave nie st hodnoty veli¢in
A a B dané jednoznac¢ne. Prislusné stredné kvadratické odchylky charakterizuji velkost’ “roz
mazania” tychto velicin v tomto stave. Prirodzene sa ponika otazka, ¢i pre dany fyzikalny systém
existuju stavy, v ktorych hodnoty veli¢in A a B su sticasne uréené s rozptylom mensim nez nejaké
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dopredu stanovené ¢islo alebo ¢ dokonca existuje stav, v ktorom (§A4)? = (6B)? = 0. Ukazuje sa,
ze odpoved’ zévisi na hodnote komutatora [A, B].

Uvazujme dve pozorovatelné A a B, ktoré maji spolo¢ny systém vlastnych stavov {|a;)}, ¢ize
[A, B] = 0. Nech A|a;) = a;]a;), Bla;) = b|a;). Nech sa fyzikélny systém nachddza v stave |a;). Ak
zmeriame v tomto stave velicinu A, dostaneme so 100%-nou pravdepodobnost’ou hodnotu a;. Ak
by sme zmerali v tom istom stave |a;) aj veli¢inu B, so 100%-nou pravdepodobnost’ou nameriame
hodnotu ;. To znamend, ze (0A)* = (§B)? = 0. Toto ale urcite neplat{ pre netrividlne linedrne
kombindcie stavov |a;), ktoré si podla principu superpozicie tiez moznymi fyzikdlnymi stavmi
nasho systému. Inak povedané, ak [121, B] = 0, potom sice vo vacsine stavov danej fyzikalnej
stustavy si (6A)? a (6B)? rozne od nuly, ale existuju aj stavy, v ktorych obidve veli¢iny A a
B nadobudaju jednoznac¢ne stanovené hodnoty. V tychto stavoch opakovanie experimentu vzdy
povedie na rovnaké?* hodnoty velicin A a B.

To ¢o v kvantovej mechanike plati len pre vlastné stavy komutujucich operatorov, v kla-
sickej fyzike predpokladdme pre 'ubovolné fyzikalne veliciny merané na I'ubovolnom fyzikalnom
systéme v lI'ubovolnom stave. V klasickej fyzike predpokladdme, ze nech sa fyzikalny systém
nachadza v hocijakom stave, hodnoty vsetkych fyzikalnych velicin si jednoznac¢ne dané. Pri
opakovanom vykonani toho istého experimentu sice neocakavame, ze vzdy nameriame tu istu
hodnotu, ale tito nejednoznacnost’ chapeme len ako dosledok nedokonalosti nasich pristrojov a
zmyslov. Nepresnost’ sposobend touto nedokonalost’'ou sa prejavuje v rozptyle (strednd kvadrat-
ickd odchylka) nameranej hodnoty danej veli¢iny pri opakovani experimentu. Klasicka fyzika vsak
nekladie principidlne prekazky tomu, aby sme lI'ubovolne zlepsovali presnost’ nasSich merani na
vsetkych velicinach meranych v danom stave fyzikalneho systému.

Toto vsak neplati obecne pre kvantovii mechaniku. Nech operatory AaB nemaju spolo¢ny
systém vlastnych vektorov, t.j. nech [/1, B] # 0. V tom pripade, ak sa fyzikdlny systém nachadza
v stave |a;), nameriame sice zodpovedajicu hodnotu veli¢iny A so 100%-nou pravdepodobnost’ou,
(6A)? = 0, ale opakovanym meranim veli¢iny B v tomto istom stave dostaneme (6 B)? > 0, pretoze
vektor |a;) je netrividlnou linedrnou kombindciou vlastnych vektorov operatora B.

Toto pozorovanie je zakladom principu neurcitosti, ktory plati v kvantovej mechanike a na
rozdiel od bezného sveta okolo nas mé v mikrosvete neprehliadnutelné dosledky. Ide zhruba o
to, ze pre dany fyzikalny systém neexistuju fyzikalne stavy, v ktorych by “rozmazanie” meranych
hodnét dvoch nekomutujicich veli¢in bolo pre obidve veli¢iny 'ubovol'ne malé. Ak najdeme stavy,
v ktorych sa zmensuje “rozmazanie” pre jednu z nekomutujicich veli¢in, narastd “rozmazanie”
pre druhi z nich a naopak. Tento princip ma presni matematickd formulaciu. Ak A a B st dve
fyzikalne veli¢iny popisujuice jeden fyzikalny systém, potom

SA-5B > ;MA,Bm, (211)

kde 6X = ((X?) — (X)?)'/2 je stredné kvadraticka odchylka veliciny X od jej strednej hodnoty

(X) = (Y| X[Y) v stave |¢)).

Dokaz:

Ked7e A a B st hermitovské operatory, si (A) a (B) redlne ¢isla. Potom aj A — (A) a B — (B)
s hermitovské operatory. Vzhl'adom na to mozeme vykonat’ nasledovni upravu

(§4)° = (YI(A = (4) 1) = (Valda),
kde [1pa) = (A — (A))|s). Obdobne (6B)* = (¢p|y5), kde |¢5) = (B — (B))[¢)). Pomocou

24V ramci presnosti merania.
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Schwarzovej nerovnosti dostaneme

(6A)*(0B)* = (Walva)(Vpl¥s) = [(Yalts)|*
Stéin dvoch hermitovskych operdtorov sa dé napfsat’ v tvare® XV = {X,V} + {1[X V]
Operatory {X,Y} a %[)A( Y] st hermitovské, takze ich stredné hodnoty v Tubovolnom stave si
redlne ¢sla. Oznaéme teraz X = A — (A) a Y = B — (B). Potom

(alin) = (IXV1) = 5 WX, DY) +5 (151X, Tl
€ER G:R
takze ) L1 L
(alvndl? = IR, T 41 (R, VY0 > Jwl X, P
—_——— 2 1

>0 5

Vzhladom na to, ze [X , f/] = [121, B], mozeme pisat’

1, 1. - 1, s o
0A-0B 2 [(Yalyp)| 2 W[4, Bllv)| = 1WA, Bllv)],

¢im sme dokézali platnost’ principu neuréitosti (211).

Princip neurcitosti sme dokézali pre 'ubovol'né dva hermitovské operatory A a B. 1z neho
vidime, ze pokial [A, B] =0,je dA-0B > 0, ¢ize daju sa najst’ stavy daného fyzikalneho systému,
v ktorych 0 A a 6 B nadobudaju l'ubovol'ne malé hodnoty, véitane nulovych.

Aplikujme teraz princip neurcitosti na konkrétny pripad operatorov, s ktorymi sme sa stretli
pri vlnovych funkcidch. Predpokladame, Ze diferencialne operatory, ktoré boli v pripade vlnovych
funkcii priradené fyzikalnym veli¢cindm, su reprezentantmi hermitovskych operatorov na vlnovych
funkciach, ktoré su obrazom stavovych vektorov. Ako operator polohy v jednom rozmere bola
identifikovand samotna sdradnica, & = z, a operator pre x-ovu zlozku hybnosti ma tvar p, =
—ihd/0z. Spocitajme teraz komutator [z, p,|. Pre 'ubovolni vlnovi funkciu ¢ (x) plati

Odtial’ vyplyva, ze
[, ps] = i, (212)

To znamend, Zze operatory I a p, nekomutuju a teda neexistuju stavy, v ktorych by boli sicasne
jednoznac¢ne dané hodnoty x aj p,. Ked' dosadime (212) do (211), dostaneme Heisenbergov princip
neurcitosts

dx - Opy > Z (213)
Obdobne dostaneme

L . h

9.0 =ih = by-opy =5 (214)
* 0

Z,p.] =ih = dz-0p, > 5 (215)
Na strane druhej, 'ahko odvodime, ze

% Definujme antikomutdtor {X,V} = XY + Y X.

50



5.7 Maticové reprezentacie

Nech |¢) = ¢1]1) + ¢2|2) je rozklad vektora |¢)) v ortonormélnej baze {|1),|2)} vlastnych vektorov
operdtora M. Vidime, Ze pri fixovanej baze je dany vektor jednoznacne zadany koeficientami c; a
c2. Tymto koeficientom tiez hovorime siradnice vektora |1)) v baze {|1),]2)}. Vektor |¢)) mozeme
teda v danej baze reprezentovat’ stipcovou maticou obsahujicou prislusné siradnice

) — (2) (217)

Posobenim linedrneho operdtora A sa zobrazi vektor [¢)) na |¢) = Al¢). Vo fixovanej baze je
toto zobrazenie definované, ak vieme, ako sa budi transformovat’ stradnice vektora [i))

2 2
i = (ilo) = (i|Aly) = > i|Aj) (1) = > Aijcy, (218)
j=1 j=1
kde A;; = (i|A]j). Pri odvodeni tohoto vztahu sme pouzili trik®® s vlozenim jednotkového

operatora 2]2-:1 |7)(7]. Vidime teda, Ze pdsobenie linedrneho operatora A je reprezentované mati-
cou A;;
" Ay A
A = S (219)
Ag1 A

Transformécia (218) v maticovej podobe mé tvar

(dl) <A11 A12)(C1)
= . (220)
ds Ay Ay &)

Vyjadreniam stavovych vektorov a linedrnych operatorov pomocou matic (217) a (219) hovorime
maticovd reprezentdcia.

Ukédzme si, ako sa pomocou stradnic realizuje skalarny sicin (Diracova zatvorka) dvoch vek-
torov, napriklad uz spomenutych [i) a |¢)

(610) = S {0l ity = 3 dic = (0 ) ( . ) . (221)
Potom tiez

2 2 . 2 2 Bi1 DBis C1
(B1Blw) = > S (D) @Bl () = Y. > diBye; = (di, d3) C(222)
By B

i=1j=1 i=1j=1 C2

Hl'adanie vlastnych vektorov a vlastnych hodnot operatora A znamend v maticovej reprezentacii

rieSenie maticovej rovnice
A A
11 12 01 — 0 7 (223)
Ay Ay (% Vo

26Tento trik je viak mozné pouzit' len ak A je linedrny operétor.
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kde v; su sturadnice vlastného vektora a A zodpovedajica vlastna hodnota. Ttto maticovi rovnicu

mozeme upravit’ do tvaru
A — A Ajo (%1 _ 0 ‘ (224)
AQI A22 — A (%) 0

Vidime, ze ide o stustavu dvoch linedrnych homogénnych rovnic o dvoch neznamych v;, vo. Naviac
nie su uplne urcené koeficienty tychto rovnic, pretoze nepozname \. Koeficient A je vSak urcujuci
prvok pri stanoveni determinantu matice v (224). Ak je tento determinant rézny od nuly, po-
tom tato sdstava rovnic bude mat’ iba trividlne rieSenie v; = vy = 0. Ak sme uz spominali,
toto z definicie nepovazujeme za vlastny vektor. Netrividlne rieSenie dostaneme iba vtedy, ked’
determinant bude rovny nule

All — A A12

A21 A22 Y = (AH — )\) (Agg — /\) — A12A21 =0. (225)

Ide o kvadraticku rovnicu v A a teda ma maximélne dve rieSenia. Pre kazdé rieSenie A mozeme
potom néjst’ zodpovedajiice v; a vy. Z rovnice (224) je zrejmé, ze ak rieSenim pre dané A\ bude
nejakd dvojica (v, vs), potom nim bude aj dvojica (kvy, kvs), kde k je I'ubovolné ¢islo. Koeficient
k mozeme fixovat’ poziadavkou, aby vektor (v, ve) bol normovany, v? + v3 = 1.

Ak budeme uvazovat’ maticovi reprezentaciu specidlne operatora M, pre ktory [1) a |2) st
vlastné vektory zodpovedajice vlastnym hodnotam m; a ms, dostaneme

AN my 0
My = GINT) = midy ( 0 m ) (226)
2

To znamena, Ze linearnym operatorom v baze ich vlastnych vektorov zodpoveda diagonalna matica
s vlastnymi hodnotami na diagonadle.
Najdime maticu, ktora zodpovedd hermitovsky zdruzenému operatoru k A

Al = (AT5) = (A1) = A3,

To znamend, ze operator A' je reprezentovany transponovanou a komplexne zdruzenou maticou
k matici, ktora reprezentuje operator A

At = A An ) (227)
Al Ajy

V pripade, ze A je hermitovsky operdtor, musi platit’ AT = A. Z rovnosti matic (219) a (227)
vyplyva, Ze matica reprezentujica hermitovsky operator musi mat’ tvar

N rn =z o 71 %(2) —f-i%(z)
A = (z*m>_(w@_ﬁ@ ry )» (228)

kde ry, ro st redlne ¢isla a z = R(2)+i3(z) je komplexné ¢islo. Na zadanie 2x2 hermitovskej matice
teda potrebujeme styri nezavislé realne parametre na rozdiel od 6smich realnych parametrov pre

52



obecnt 2x2 komplexni maticu. Kazdud 2x2 hermitovski maticu mozno vyjadrit’ ako linearnu
kombindciu jednotkovej matice I? = diag(1,1) = o a Pauliho matic

01:(0 1), 0—2:(9 _i>, 03:<1 0). (229)
10 1 0 0 —1

Naozaj*’, ak (ag, ai, as,az) si styri redlne parametre, potom

3 s
Zaio-i _ ( ap +as ap —ias ) (230)
i=0

a, +ias ag— as

je hermitovskd matica. Vsimnime si, ze stopy vSetkych Pauliho matic st nulové, zatial'éo Tr(og) =
TrI=2.

Vzhl'adom na §pecidlne postavenie Pauliho matic (bazové vektory) v priestore vsetkych 2x2
hermitovskych matic, mohlo by byt’ uzitotné najst’ ich vlastné hodnoty a vektory. Zacnime s
prvou Pauliho maticou. Citatel’ sa Iahko presvedéi, ze plati

) (D)) -

kde a, b su I'ubovolné komplexné cisla rozne od nuly. Vlastné vektory su ortogonalne, ako sa da
od hermitovskej matice ocakavat’
b
a*,a” =0.
o ()

Ak zvolime a = b = 1/+/2, vlastné vektory budi normované. Pre druhi Pauliho maticu najdeme

0 —2 a a 0 —2 b b
72 (z 0)(m)z+1<m)’ (z 0)(—2'1)):_1(—@'1;)’ (282)
kde a,b € C\ {0}. Opat’
) b
(a,m)*(_ib>:0

a normované vlastné vektory dostaneme, ked’ napriklad a = b = 1/4/2. Ostava tretia Pauliho

L)) ()

kde a,b € C\{0}. Aj tieto vektory su ortogonalne a najjednoduchsia vol'ba pre normované vlastné
vektory je a = b = 1. Vidime, ze kazda z Pauliho matic mé4 dve vlastné hodnoty +1 a k tomu
prislichajice dva vlastné vektory. To je v silade so skutocnost’ou, ze ide o hermitovské operatory
na dvojrozmernom vektorovom priestore stavov.

2TPodl'a (230) Hermitove 2 x 2 matice tvoria §tvorrozmerny realny vektorovy priestor a {1(2)7 01,02,03} tvoria
bazu tohoto priestoru. Tento vektorovy priestor si ale nesmieme mylit’ s dvojrozmernym priestorom stavov, na
ktorom operator reprezentovany maticou (230) pdsobi.
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Stvrtym vektorom v béze priestoru 2x2 hermitovskych matic je jednotkovd matica. Nechali
sme si ju na zaver, pretoze svojimi vlastnost’ami sa od Pauliho matic trocha odliSuje. Uz sme
poznamenali, Ze ma odlisnu stopu. Teraz si ukazeme, ze odlisnosti sa tykaju aj vlastnych hodnot
a vektorov. Na ich najdenie potrebujeme vyriesit’ rovnicu

() ()= ()

Tento systém homogénnych rovnic bude mat’ netrividlne riesenie, len ak

1-Xx 0

=(1-)\)?%=0.
0 1-2)\ ( )

Tato kvadraticka rovnica mé len jeden dvojnasobny koren, A = 1. Na druhej strane vlastnym vek-
torom je kazdy vektor z dvojrozmerného priestoru stavov. V takejto situacii hovorime, ze vlastna
hodnota A = 1 je degenerovand. Spomedzi vlastnych vektorov jednotkovej matice mozeme vybrat’
prave dva, ktoré budi navzajom kolmé, napr. (a,0)T a (0,b)T. Preto hovorime o dvojndsobnej
degeneracii prislusnej vlastnej hodnoty. Ked’ chceme mat’ tieto vlastné vektory normované, tak
mozeme zvolit’ (1,0)T a (0,1)7. Na tomto priklade vidime, Ze i v pripade degenerovanej vlast-
nej hodnoty je mozné takymto sposobom naplnit’ obsah tvrdenia, ze hermitovské operatory maju
navzijom kolmé vlastné vektory.

5.8 Prechod do inej bazy

Unitdrnym nazveme linedrny operator A, ktory spfﬁa podmienku
AAT =1, (235)

V maticovej reprezentacii ma tato podmienka tvar
2
> A Ay = O (236)
=1

kde A;; = (i|A[5) a {|1),]2)} je ortonormalna baza.
Uvazujme na dvojrozmernom vektorovom priestore dve ortonormélne bazy, {|1), |2)} a {|1),]2")}.
Vektory ciarkovanej bazy sa daju vyjadrit’ pomocou vektorov neciarkovanej bazy a naopak

)= L BGH) = 3 Uil (287)

kde transformacénd matica U ma tvar

Ui = (ily"). (238)

Ked’ potom uvazujeme suradnice vektora |¢)) v neiarkovanej a Ciarkovanej béze, ¢; = (i|¢)) a
= ('|1), dostaneme transformacny vzt'ah

2 2

2 2
= S@ ) = DG Gy =Y Usiey = - Ule;. (239)
=1 =1 =1

J=1
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Maticu U;; mozeme chapat’ ako neCiarkovani maticovi reprezentaciu takého operdtora U,
ktory vektoru |i) prirad'uje vektor |i') R
li") = Uli). (240)

Potom z rovnic (238) a (240) dostaneme
Uy = (ili") = (|0]5). (241)
Operator U je unitarny, rovnako ako matica U;;, ktord ho reprezentuje
2

(Ui =3 UUsy = DGl )5 1k) = (ilk) = b (242)

=1 j'=1

V ¢iarkovanej baze zodpovedd operatoru M matica M;; = (i'|M|j'). Z neciarkovanej reprezentacie

operatora M ju dostaneme pomocou unitarnej transformaé¢nej matice U definovanej v (238)

2 2 2 2
Ml = (@M = 373k ERIMOE) = 33 U MUy (243)

k=1¢=1 k=1 (=1

alebo v symbolickom tvare
M' =U'MU. (244)

Vsimnime si, ze sa pri transformécii (244) sa zachovéva stopa matice reprezentujiicej operator

~

M
Tr M' = Te(UTMU) = Te(MUUT) = Tr M. (245)
To znamena, ze v 'ubovolnej ortonormalnej baze bude mat’ matica reprezentujica operator M

rovnaku stopu. Jej hodnota bude rovna sictu vlastnych hodnot operatora M.

5.9 Kvantovo-mechanicky opis magnetického momentu v SG experi-
mente

Uz v ivodnom opise SG experimentu sme nacrtli kvantovi interpretaciu pozorovanych vysledkov.
Podl'a nej ma z-ova zlozka magnetického momentu, oznacme ju p,, nadobtudat’ pri merani len
dve hodnoty: 4p. Nech je velicine p, priradeny hermitovsky operator fi, a nech jeho normované
vlastné stavy prislichajice vlastnym hodnotdm +p a —p si [1) a |2)

fz]1) = +pll),  f1=[2) = —pl2). (246)

Potom maticova reprezentacia M, operatora fi, v baze jeho vlastnych vektorov ma tvar

0
Q. — M, = ( J;)“ - ) = jos, (247)

kde o3 je tretia Pauliho matica. Preto aj Tr M, = 0 a preto aj vlastné vektory ji, v tejto béaze

maju tvar
L 1 . 0
’1> — VUsy = ( 0 ) R |2> — VU3 = ( 1 ) . (248)



Lahko overime, ze diagonalne prvky matice M st naozaj jej vlastnymi hodnotami

(0)(0)-0) () ()-(0) em

Kazdy stav |¢), v ktorom sa atém striebra moze nachddzat’, mozeme napisat’ ako linedrnu
kombindciu 1) a |2): [¢) = ¢1]|1)+¢2]2). Nech P; je pravdepodobnost’, Ze v tomto stave nameriame
SG pristrojom vlastni hodnotu +p a P, pravdepodobnost’, Ze nameriame —pu. Potom

H=WWW:KMW(Z)F=MP

Analogicky dostaneme P, = |cy|?. Spocitajme este strednti hodnotu operdtora i, v stave [¢))

M%M=@MW<%LiJ(Z)ZﬂW$+FM@%W@—%)

Pootoéme SG(z) pristroj tak, ze os z prejde v désledku tejto roticie na z’. V novej polohe
bude SG(z’) pristroj namiesto p, merat’ z’-ovi zlozku magnetického momentu, p/. Zodpovedajuci
hermitovsky operator ozna¢me [i, a jeho vlastné stavy [1') a |2')

1) = +pll),  []2') = —pl2') (250)

Aj tieto vlastné stavy tvoria ortonormalnu bazu. Preto prechod medzi vlastnymi vektormi operatora
fi. a operdtora (i, je dany unitarnym operdtorom podla vzt'ahu (240). Ked’ tento transformacny
vztah dosadime do (250) a celi rovnicu este vynasobime zl'ava operatorom UT, dostaneme

ULUi) = iw@m = i), (251)
I
kde + zavisi od toho, ¢i ¢ = 1 alebo 2. Toto je ale rovnica pre vlastné hodnoty a stavy operatora

i, takze R X o
UpU = p,, resp. f.=UpU". (252)

V maticovej reprezentécii v baze {|1),]2)} moézeme druhi rovnicu (252) prepisat’ v tvare

2 2

(M2)yg = (il@L1G) = D2 D (U IR) (Kl a=10)C10M5) = 373" Un(M.)weU,

k=1¢=1 k=1 (=1

¢o v kompaktnom maticovom zépise vyzera ako
M! =UM,U". (253)

Vidime, ze rotacia pristroja je v kvantovej mechanike reprezentovand unitarnym operatorom,
ktory transformuje zodpovedajici operator (pozorovatelni) podla vztahu (252). V pripade SG
experimentu bude zrotovany SG pristroj merat’ priemet magnetického momentu do nového smeru
!/
Z'.
Nech M () je matica reprezentujica operator priemetu magnetického momentu do 'ubovol'ného

smeru definovanému jednotkovym vektorom 7. Takéto meranie sa da uskuto¢nit’ SG pristrojom
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orientovanym do smeru 7i. Matica M (77) je samozrejme hermitovska. Mo6zeme ju dostat’ unitdrnou
transforméciou z matice M., ktord reprezentuje meranie priemetu magnetického momentu do
smeru z. Kedze M, ma nulovi stopu a unitdrna transformdcia zachovava stopu matice, aj M (17)
bude mat’ nulovi stopu. To znamend, ze sa hermitovskd matica M (77) musi dat’ vyjadrit’ ako
linedrna kombindacia troch Pauliho matic

3

M(ii) = p )y ai(it)oy, (254)
i=1
kde @ = (aj,a9,a3) si tri nezndme redlne parametre, ktoré zdvisia od smeru 7. Explicitné
nasobenie sumy koeficientom p sa nam ukdze ako vyhodné v d’alsich upravach. Porovnanim
(254) s (247) dostaneme, ze ked’ je 77 = (0,0,1), potom @ = (0,0, 1).

Vlastné hodnoty matice M (7i) pre I'ubovolny smer 77 musia byt’ £u. Vyplyva to z toho, ze
ziadny smer v priestore nie je preferovany. Ak fyzici budu robit’ SG experimenty na roznych
miestach naSej planéty, dostani rovnaké rozstiepenie zvazku atémov, hoci jednotlivé SG pristroje
budi voéi sebe zrotované. Na zaklade tohoto poznatku dostaneme podmienku na vektor @ v
rovnici (254). Vlastné hodnoty matice M (i) musia spliat’ rovnicu (225), ktord v nasom pripade
vedie na

ai + a3 + a3 = 1. (255)

Akym priemetom zodpovedaji iné volby parametrov a@? Ako rozcvicku si vezmime a =

(0,0, —1). Dostaneme maticu
— 0
g = M. (256)
0 +up

Tato matica mé rovnaké vlastné vektory a vlastné stavy ako M,, ale prehodilo sa ich vzajomné
priradenie. To znamena, ze ak meriame priemet magnetického momentu pomocou SG pristroja,
ktory zodpovedd matici (256), nameriame v stave®® |1) hodnotu —u a v stave |2) vlastni hodnotu
+pu. Ked’ si uvedomime, ze znamienka pred p si zviazané s relativnou orientaciou magnetického
momentu /i vo¢i magnetickému pol'u v SG pristroji, prideme k zaveru, ze matica — M, reprezentuje
meranie priemetu magnetického momentu do smeru —z. Takéto meranie sa da vykonat’, ked’
povodny SG pristroj oto¢ime o 180°. I v tomto pripade moézeme teda konstatovat’, ze 1 = a =
(0,0,1). Citatel'om odporti¢ame ako cvicenie najst’ tvar unitrnej transformaénej matice U, ktora
podla (253) transformuje maticu M, na —M,. Odpoved’ sa nachéddza v pozndmke pod ¢iarou®.
Pozrime sa teraz na to, akym priemetom magnetického momentu zodpovedaji matice, ktoré
su p-nasobkami prvej a druhej Pauliho matice. Zadefinujme nasledovné Specidlne pripady matic

a=(1,0,0): M, = poy, (257)
G=(0,1,0): My = o, (258)

28Pripometime, Ze stavy |1) a |2) st vlastnymi stavmi matice M, vid’ (248).
2YHl'adand transformacnd matica m4 tvar

B 0 exp(ip1)
U= ( exp(ips) 0 ) ’

kde 1 o st lubovolné redlne éisla. Ak budeme naviac pozadovat’, aby matica U transformovala (1,0)T na (0,1)7

a naopak, potom
U — 0 1 : 1 U 0 .
1 0 0 1
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Najst’ ich vlastné vektory a hodnoty matic M; a M, nebude problém, kedze pozname vlastné
vektory a hodnoty Pauliho matic. Vlastné hodnoty st v kazdom pripade +p a vlastné vektory sa

5 1 1 . 1 1
M; : 1)1+:\/§(1), Ul_:\/ﬁ(—l)’ (259)

5 1 1 . 1 1
M, : U2+:\/§(i), Uz_:ﬂ(_i). (260)

Polozme si teraz otazku: s akou pravdepodobnost’ou nameriame p, = 4-p, ak sa atém vchadzajuci
do SG pristroja nachadza v niektorom zo stavov (259), (260)? Odpoved’ vieme 'ahko spocitat’. Tak
napriklad pravdepodobnost’, ze ak do SG pristroja vleti atém v stave v, , tak pravdepodobnost’

namerania p, = +p je
2
(1,0)* 1 1
’ V21

Obdobne spocitame pravdepodobnosti aj pre d’alsie kombindcie stavov. Ciselné vysledky st v
nasledujucej tabulke:

P(3+,14) = |ty - 014 |* =

i 1+ ] 1- 2+ [ 2—
P(3+,4) [ 05]05]05]0.5 (261)
P(3—,i)[05/05]05]05

To znamend, ze ak sa atéom striebra nachadza v ktoromkol'vek z vlastnych stavov matic M; a
M,, nameriame pre z-ovy priemet magnetického momentu hodnoty +u aj —u s rovnakou pravde-
podobnost’ou. Z pohl'adu vysledkov merania tejto veliciny si smery ‘nahor’ aj ‘nadol’ symetrické;
ziaden z tychto smerov nie je nameranou pravdepodobnost’ou preferovany. Je preto prirodzené
predpokladat’, ze matice M; a M, zodpovedaji priemetom magnetického momentu do smerov,
voci ktorym si kladné a zaporné hodnoty osi z symetrické. Toto plati o vSetkych smeroch kolmych
na os z. Nazvime smery zodpovedajiice maticiam M; a M, ako osi®® 1 a 2.

Je zrejmé, zZe podmienka kolmosti voci osi z nedefinuje jednoznacne polohu osi 1 a 2. V
snahe dozvediet’ sa viac o polohe tychto osi, pod'me sa pozriet’ na ich vzajomny vzt’ah podobnym
sposobom, ako sme to urobili voéi osi z. To znamena, spoc¢itajme pravdepodobnosti, ze nameriame
priemet +u alebo —p pozdlz osi 1, ak sa atém nachédza vo vlastnom stave matice Ms. Ziskané
vysledky st uvedené v nasledujicej tabulke

i 2+ | 2—
P(1+,4) | 0.5] 05 (262)
P(1—,i) | 05]05

Rovnakou argumentaciou ako v pripade hodnét (261) dospejeme k zaveru, ze osi 1 a 2 s navzajom
kolmé. Osi 1,2 a 3 teda tvoria ortogonalnu suradnicovu sustavu. Je prirodzené pomenovat’ osi 1 a
2 ako x a y. To potom znamen4, Ze aj v pripade (257) a (258) mozeme polozit’ 7 = d@. Toto spolu
s (255) vedie k zdveru, ze matica, ktord zodpovedd operdtoru priemetu magnetického momentu
do smeru 7, ma v reprezentacii bazovych vektorov operatora priemetu na os z tvar

. 3 cos?¥ e ¥sind
M) =pd niai—,u( )
i=1

et®gsing —cosd

(263)

300s z by sme potom mohli oznacovat’ aj ako os 3 a maticu M, ako Ms.
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kde jednotkovy vektor v sférickych siradniciach ma tvar 77 = (sin 9 cos ¢, sin 9 sin ¢, cos ).

5.10 Sivislost’ medzi magnetickym momentom a momentom hybnosti.
Spin elektrénu.

Magneticky moment atému sa sklada z magnetického momentu jadra a z magnetickych momentov
elektronov v obale. Ukazuje sa, ze prispevok jadra je v porovnani s prispevkami elektronov
zanedbatelny. Magneticky moment elektrénového obalu sa v principe sklada z dvoch zloziek:
vlastného magnetického momentu kazdého elektréonu a z magnetického momentu indukovaného
orbitalnym pohybom elektréonov okolo jadra. Pri klasickom opise elektrén obiehajici rychlost'ou
v po kruznici o polomere r vytvara elektricky prud

(&)

I=— 264
27r (264)
Magneticky dipélovy moment takejto prudovej slucky je
evr e =
f|=1-S=—=—1|L 265

kde za S sme dosadili plochu kruznice mr? a L je orbitalny moment hybnosti elektronu. Pomer

medzi magnetickym momentom a momentom hybnosti, s ktorym je tento magneticky moment
previazany, za zvykne nazyvat’ gyromagnetickym pomerom. Z rovnice (265) vidime, ze v pripade
klasickej prudovej slucky generovanej pohybujicim sa elektrickym nabojom je gyromagneticky
pomer rovny

Al _ e

I m (266)
Napriek tomu, ze vzt'ah (266) bol odvodeny klasickym spésobom, je platny aj pre gyromagneticky
pomer medzi priemetmi magnetického momentu a momentu hybnosti, ktoré suvisia s orbitalnym
pohybom elektrénov okolo jadra

Kz €
I, om (267)
Atém striebra mé v zakladnom stave niekol’ko tuplne zaplnenych elektréonovych vrstiev a jeden
valen¢ny elektron. Celkovy moment hybnosti, a teda aj magneticky moment, tiplne zaplnenych
elektronovych vrstiev je nulovy. Valenény elektrén sa nachadza v stave s nulovym orbitalnym
momentom hybnosti. Magneticky moment atému striebra v zdkladnom stave je teda tvoreny len
vlastnym (internym) magnetickym momentom jedného elektrénu3!. Stern a Gerlach vykonali svoj
experiment pri nizkej teplote, aby atémy v zvazku boli v zdkladnom stave. V SG experimente
s atémami striebra teda meriame zlozku interného magnetického momentu elektrénu. Ako sme
zistili, priemet vlastného magnetického momentu elektronu moze nadobudat’ dve hodnoty +pu.

Zmerana c¢iselnd hodnota p je

h
21 = 0,274 x 10724/ T (268)

m
a tato konstanta sa zvykne nazyvat’ Bohrov magneton up.

Existenciu vlastného magnetického momentu elektréonu potvrdzuja aj d’alsie experimenty. Pre-
dovSetkym Studium jemnej struktiry spektier atomov, ktora je dosledkom vzajomnej interakcie

31Podobn4 situdcia nastava napriklad aj pri atéme vodika alebo sodika. SG experiment bol vykonany aj s tymito
prvkami a ziskané vysledky suhlasia s kvantovym opisom experimentu.

59



orbitalneho a vlastného magnetického momentu elektréonov v obale. Ale tiez pozorovanie spektier
atémov vo vonkajsom elektrickom (Starkov jav) a magnetickom (Zeemanov jav) poli.

Vzt’ah (265) ukazuje stvislost’ medzi orbitdlnym momentom hybnosti nabitej ¢astice a nim
generovanym magnetickym momentom. Je preto prirodzené Spekulovat’, ¢i aj vlastny magneticky
moment elektréonu nie je previazany s momentom hybnosti.

Einsteinov-de Haasov experiment (1915): Zeleznd ty¢ na tenkom vldkne je vlozena do
cievky. Po zapnuti elektrického pridu vzniknuté magnetické pole usporiada magnetické momenty
atomov do jedného smeru. Ak si tieto magnetické momenty previazané s momentami hybnosti
atémov, zmeni sa tym celkovy moment hybnosti tyce. Zo zdkona zachovania momentu hybnosti
vyplyva, ze tato zmena musi byt’ kompenzovand natocenim tyce ako celku.

Tymto experimentom bol zmerany gyromagneticky pomer medzi elementarnymi magnetickymi
momentami p,, ktoré si natadcané vonkajsim magnetickym polom, a momentami hybnosti s,, s
ktorymi su tieto magnetické momenty previazané. Pomer 1. /s, sa od (266) lisil faktorom 2 a mé
hodnotu

He 2 € (269)
s, m
Odlisnost’ gyromagnetického pomeru nas vedie k predstave, ze velicina s, nie je orbitdlny mo-
ment hybnosti, ale vlastny moment hybnosti elektréonu. Velicina p, je velkost’ z-ovej zlozky
vlastného magnetického momentu elektronu, ktory sa prejavil aj v SG experimente. Vlastny mo-
ment hybnosti, ktory sa nazyva spin, ma elektréon nachadzajici sa v 'ubovolnom stave a je jeho
charakteristikou v rovnakom zmysle ako jeho hmotnost’ a elektricky naboj.

Prvotnd mechanicka predstava, ze elektron je nabita gulicka, ktorej rotacia generuje magnet-
icky moment, nie je v stulade s pozorovaniami.

Spin elektronu je ¢isto kvantova velicina, ktord nema klasicky analég. V silade s vysledkami
SG experimentu, priemet spinu do zvoleného smeru méze nadobtudat’ iba dve hodnoty, +s,. Porov-
nanim (268) a (269) dostaneme

h
2= = 270
=t (270)
Operétor z-ovej zlozky spinu dostaneme z operdtora fi,, ked’ uvdzime (269) a (270). Plati
i= 38, (271)
m

takze mozeme vyuzit’ vSetky uvahy, ktoré sme urobili ohl'adom operatora fi,. Napriklad, v baze
jeho vlastnych stavov operatoru .S, zodpoveda 2 x 2 matica

S, = 202. (272)

5.11 ﬂplny opis stavu kvantového systému

V klasickej mechanike bol okamzity stav hmotného bodu dany Specifikovanim hodnot stavovych
velicin. Napriklad v pripade hmotného bodu bol jeho stav jednoznac¢ne urceny zadanim jeho
polohy (tri stradnice) a rychlosti (tri zlozky). Ked pozname stav fyzikdlnej stistavy v danom
okamihu, vieme pomocou riesenia pohybovej rovnice predpovedat’ aj budici vyvoj stavu.

Vieme, ze v kvantovej mechanike je okamzity stav fyzikdlnej sustavy zadany stavovym vek-
torom. To je ale dost’ neurcita predstava. Takze konkrétnejsie: aké ¢isla potrebujeme poznat’,
aby sme vedeli, v akom stave sa nachadza fyzikdlny systém? Ukazuje sa, ze pre dany fyzikdlny
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systém existuje koneény pocet nezdvislych fyzikalnych veli¢in®?, ktorych operatory medzi sebou
komutuju, t.j. maju spolocné vlastné stavy. Takémuto maximalnemu systému nezavislych ko-
mutujicich pozorovatel'nych hovorime, ze je tplny. Samozrejme, ako sme uz viackrat videli,
nie vSetky pozorovatelné, o ktorych ma v tom-ktorom pripade zmysel hovorit’, navzajom komu-
tuju. Ukazuje sa, ze na uplny popis stavu v kvantovej mechanike potrebujeme poznat’
hodnoty vsSetkych pozorovatel’nych z nejakého tplného systému.

Pri kvantovych fyzikdlnych systémoch nesmieme zabudnut’ na to, ze ak meriame nejaku veli¢inu
a systém nie je vo vlastnom stave tejto veli¢iny, potom sa zmeni stav systému. Jednotlivd namerané
hodnota potom bude charakterizovat’ stav, ktory meranim vznikol a nie merany stav.

Ak si ako fyzikdlny systém zoberieme elektrén v trojrozmernom priestore, potom prikladmi
uplnych systémov pozorovatelnych si tri priestorové siradnice a z-ovy priemet spinu alebo tri
zlozky hybnosti a z-ovy priemet spinu. Zodpovedajice stavové vektory vSak uz nepatria do dvo-
jrozmerného vektorového priestoru, ale do vektorového priestoru s podstatne viac rozmermi.

5.12 Rozsirenie na n-hladinovy systém. Hilbertov priestor.

Vsetko, ¢o sme povedali a odvodili pre dvojhladinové fyzikalne systémy je priamociaro rozsiritel'né
aj na n-hladinové systémy. T.j. na také, kde pozorovatel'né mozu nadobudat’ n roznych hodnot a
priestor stavovych vektorov je n-rozmerny.

Ukazuje sa, ze vektorovy priestor stavovych vektorov musi mat’ niektoré Specidlne vlastnosti a
nazyva sa Hilbertovym priestorom.

5.12.1 Hilbertov priestor

Uvazujme normovany vektorovy priestor V' a v flom postupnost’ vektorov {7;}2,. Této pos-
tupnost’ konverguje k vektoru ¥ € V', ak pre kazdé ¢ > 0 existuje n také, ze pre vsetky ¢ > n
je

17— T <e.

Cauchyho postupnost’ou nazveme taku postupnost’ {7;}3°, z V, Ze pre kazdé € > 0 existuje n také,
ze pre vsetky i,7 > n je
17: = 74| <.

Nie kazda Cauchyho postupnost’ konverguje, pretoze niekedy jej limita lezi mimo uvazovany vek-
torovy priestor. Vektorovy priestor V' sa nazyva dplnym, ak kazdd Cauchyho postupnost’ jeho
prvkov konverguje, t.j. jej limita lezi vo V.

Hilbertov priestor 'H je iplny unitarny vektorovy priestor.

Jednym z postulatov kvantovej mechaniky je tvrdenie, ze stavové vektory su prvkami
Hilbertovho priestoru.

32Uvazujeme samozrejme také fyzikalne veli¢iny, ktoré ma zmysel na danom systéme merat’.
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6 Formalizmus pre operatory so spojitym spektrom

6.1 Poloha elektrénu
Operator polohy oznacme . Pre jednoduchost’ uvazujme jednorozmerny pripad
T|r) = x|z), (273)

kde z € (—o0,+00). Operdtor & musi byt’ samozrejme hermitovsky. Stav |z) reprezentuje
elektron, ktory sa nachddza v mieste so suradnicou z. Kazdej stiradnici zodpoveda vlastny vektor
ortogonalny ku vSetkym ostatnym

(x|2y =0, x#£2. (274)

Bazovych vektorov je nekonecne vela; mnozina s mohutnost’'ou realnych ¢isel. Hilbertov priestor
je zodpovedajico nekone¢norozmerny.
Amplitida pravdepodobnosti, ze elektrén, ktory je v stave [1), ndjdeme v bode z, je

(z[v) = P(). (275)

Funkcia 1 (z) reprezentuje stradnice vektora |¢)) v baze vlastnych vektorov |z) operdtora suradnice
— suradnicovd reprezentdcia. Funkcia 1(x) sa nazyva vinovd funkcia.
Ak je vlnova funkcia normalizovana na jednotku

1= [T di= [

0 —+00
—00 —00 o)

@le)alv) do = @] ([ la)eldo) o). (276)
Aby (]1) = 1, musi byt’

+oo ~
/ ) (2| dx = 1. (277)
Ukéazeme, ze za tychto predpokladov su stavy |r) normalizované na Diracovu J-funkciu
+oo “+oo
W) = @) = [ (@)l do = [ @aya) da. (278)
Porovnanim l'avej a pravej strany rovnice (278) dostaneme
(2 |z) = 6(z" — x). (279)

“Matica” reprezentujuca operator z v siradnicovej béaze
(2|Z|z) = x(2'|z) = xd(x — ). (280)

Podl'a o¢akavania, je diagonalna: nenulové si len elementy, pre ktoré x = 2. Strednd hodnota
polohy v stave [¢)) je

Wlale) = [ de e’ (la)elale)a'[0) = [ do di! p(@)'s(@ =)o) = [alb@)? de. (281)

Zovseobecnenie do troch rozmerov: v experimente sa zatial’ nenasli obmedzenia na moznost’
sicasne presne zmerat’ vsetky tri suradnice x,y,z. V QM to znamend, ze im zodpovedajice
operatory maju spolo¢né vlastné stavy

i = al#), (282)
9im = g, (283)
R = ), (284)



kde 7= (z,y, ), a teda Ze navzdjom komutuju
[Z,9] =[y,2] = [2,2] = 0. (285)
Tri rovnice (282) — (284) mozeme zapisat’ kompaktne ako

7 = 117, (256)
Normovanie stavov |7) je na d-funkciu
(ri[7) = 6°(r" — ) = 8(a’ — 2)d(y' — y)é(=' = 2) (287)
a jednotkovy operator
/ /(A &7 = 1. (288)
Vlnova funkcia
»(F) = (1) (289)

reprezentuje suradnice vektora |¢) v baze vlastnych vektorov operatora 7.

6.2 Hybnost’ elektronu

Situacia je pre hybnost’ formalne tuplne analogicka ako pre polohu. Opat’ pre jednoduchost’
uvazujme jednorozmerny pripad. Operator hybnosti ozna¢me p.

plp) = plp), (290)

kde p € (—o0,+00). Operator p je hermitovsky. Stav |p) reprezentuje elektrén, ktory ma hyb-
nost’ p. Kazdej hybnosti zodpovedd vlastny vektor ortogondlny ku vsetkym ostatnym. Bazovych
vektorov je nekonecne vel'a; mnozina s mohutnost'ou realnych ¢isel. Hilbertov priestor je zod-
povedajico nekonecnorozmerny.

Stavy |p) si normované na J-funkciu, takze

(#'lp) = 0(p" — p) (291)
a
+oo ~
[ p)(p| dp = 1. (292)
Amplitida pravdepodobnosti, ze elektrénu, ktory je v stave |¢), nameriame hybnost’ p, je
{pl) = alp). (293)

Funkcia a(p) reprezentuje siradnice vektora [i) v baze vlastnych vektorov |p) operatora hybnosti
— hybnostnd reprezentdcia. Z normovanosti vektora |¢)) dostaneme

1= () = [ dp lp)ple) = [ la@)* dp. (204

Amplituda (z|p) = 9¥,(z) je vlnovou funkciou elektrénu s hybnost'ou p. Podla de Brogliecho

hypotézy je to rovinna vina
1 ipx
(2lp) = ¥y(a) = Zo—=e? /", (295)
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kde koeficient pred exponencidlnou funkciou sme dostali z podmienky normovanosti funkcie v, ().
Ukazeme, ako I'ubovolni vlnovi funkciu vyjadrime pomocou rovinnych vin

0(o) = (al) = [ dp (elp) o) = [ 2= a)e ™ (296)

Dostali sme, Ze a(p) je Fourierov obraz vlnovej funkcie (). Vsimnime si tiez, ze

(P'|p) = /drc (p|z) (z|p) = /2 e P/t = §(p — p), (297)

¢o je v silade s normaliza¢nou podmienkou (291).
Maticovy tvar operatora p v p-reprezentacii je

(¥'[plp) = pé(p" — p). (298)

Stredna hodnota hybnosti v stave |¢) je

WIple) = [ dpp la(p) . (299)
Teraz najdeme maticovy tvar operatora p v z-reprezentacii
N R dp dp, i(n' 2! —pr
(@lpla) = [ dp dp’ @)@ |plp) (ple) = [ T p TG — p),

kde po preintegrovani podla p’ dostaneme

dp ip(z'—x)/h i (9 dp v 8
ip(z' —x — ih— ip(z'—z)/h _ ih—0 .
/ 27h pe ! ox J 2mh ¢ - ox (v = 2).
Takze sme dostali

(@' |p|z) = ihaé;é(a:' — ). (300)

Strednt hodnotu hybnosti elektrénu v stave [¢) vyjadrime v siradnicovej reprezentacii nasledovne

(lpl) = /dx’ dz (]a’) (@' |pla) (z]) = z’h/dw’ dz ¥*(2') (aaa(x' - @) W(z)

S / dr' de v*(z)o(z' — 1) / dz " (x (—zh )w(:c). (301)

Zovseobecnenie do troch rozmerov je uplne analogické ako pri polohe: v experimente sa zatial
nenasli obmedzenia na moznost’ sicasne presne zmerat’ vsetky tri zlozky hybnosti p,,py,p.. V
QM to znamena, ze im zodpovedajice operatory majui spolocné vlastné stavy

PelP) = palD), (302)
pylp) = pylp), (303)
p:lp) = p:lp), (304)
kde p'= (ps, py, ), a teda ze navzajom komutujui
[pAwapAy] = [pAyapAZ] = [pAz»pAa:] = 0. (305)
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Tri rovnice (302) — (304) mozeme zapisat’ kompaktne ako

pIp) = pip). (306)

Normovanie stavov |p) je na o-funkciu

(P1p) = 8° (1) — D) = 8(pl, — p2)3(p), — )3, — p-) (307)
a jednotkovy operator
/ 9 (pl d*p = 1. (308)
Vlnova funkcia
a(p) = (PlY) (309)

reprezentuje suradnice vektora |1)) v baze vlastnych vektorov operatora I

6.3 Operatory v suradnicovej reprezentacii

Vysledok posobenia Z na 1, Z|1)) = [¢)'), v jazyku vlnovych funkeii

V(@) = (ale) = (alaly) = [ do’ (aldla’) (@'0) = 2 (@). (310)

Obdobne, ak namiesto operatora & budeme uvazovat’ p a p|y) = [¢)'), potom v jazyku vlnovych
funkcii dostaneme

W(a) = (al’) = {alhs) = [ do’ (alple’) (]9 = ~ih 2 (z). (1)

Vidime, ze posobenie operédtora A na stavovy vektor [¢) je na vlnovych funkcidch reprezentované
posobenim nejakého diferencialneho operatora A, a to tak, ze musi platit’ nasledovny “Stvorec
zobrazeni”

! l (312)

¢o inak zapisané znamend, ze ) X
(z|AlY) = Au(z[). (313)
Specidlne operdtoru # je na priestore vlnovych funkeif priradené ndsobenie stiradnicou x, operatoru
P je priradeny diferencidlny operator3? (—ihd,).
Ukéazeme, zZe reprezentacia operatora, ktora spina (312), zachovava struktiru skladania operatorov,
t.j. sucinu BA zodpoveda na priestore vinovych funkeif sic¢in B, A,. Majme teda okrem operatora
A aj operator Ba jeho reprezentanta Bx, ktoré tiez splnaju ‘Stvorec zobrazeni” (312). Nech

W) = Blya) = BAp),
potom

Yp(r) = (wldp) = (2| Bla) = Bo(z|toa) = Bo(z|Al) = BoAy () = Bo A (x).

9
ox

33Pouzili sme skratené oznacenie derivécie 0, =
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Vdaka tomu, Ze reprezentacia operatorov na vlnovych funkciach zachovava struktiru skladania
operatorov, vztahy medzi operatormi, ku ktorym sa dopracujeme na urovni tejto reprezentacie,
budi platné obecne. Ako priklad vyuzitia tejto skuto¢nosti moézeme pomocou znalosti difer-
encidlnych operatorov pre suradnicu a hybnost’ odvodit’ vSeobecni hodnotu ich komutéatora,
pretoze podla vyssiepovedaného plati

[2,p] = &, —ih0y]. (314)
Nech f(x) je l'ubovolna diferencovatelnd funkcia. Potom
[z, —ih0, | f(x) = —ih0, f(x) + ih0.(z f(x)) = ihf(z).
KedZe tento vzt’ah plati pre l'ubovolnu f(x), je [z, —ihd,] = ih a teda
2,5 = ih. (315)

Nakoniec najdeme vzt'ah medzi reprezentantom A, operdtora A na vlnovych funkciach a “mati-
covym elementom” (z'|A|z). Plati

Ap(@) = @A) = [ do! (2l Ay ).

Porovnanim prvého a posledného vyrazu dostaneme

~ ~

(x]|Alz"y = 0(z — 2") Ap. (316)

6.4 Zhrnutie

Uvazujme dva Hilbertove priestory, H™ a H™®. Jeden, H"), je konecnorozmerny alebo neko-
ne¢norozmerny so spoé¢itatelnou bazou {|el>}( oo) a druhy, H™, je nekoneénorozmerny, ktorého
béza je mnozina mohutnosti redlnych éisel, naprlklad {I7) }2e(—o0,4+00)- Nech 1) a [¢) st na jed-
notku normovatelné vektory z jedného alebo druhého priestoru. Nech A je operator posobiaci v
jednom alebo druhom priestore. V nasledujicej tabulke ukazeme porovnanie navzijom si zod-
povedajucich objektov a vzt’ahov v jednom a druhom Hilbertovom priestore.

HW) HR)

(eilej) = 04 ) (z|z') = 6(x — $'2
S e (e =1 J5 da o) (x| =1

¢ = (eiv) p(x) = (zle)

d; = (e;|0) ¢(x) = (z[¢)

S el =1 S5 (@) do = 1 (317)
Ay = (el Aley) Oz — a/) A = (a] Alr')
(A) = (p|AJp) (A) = (®|Alv)
=N i ctAye; | = [ [ dr da’ v (x) (x| Ala')(a’)

= [ da () A1) ()

(o) =XN dici | (o) = [T dx ¢*(x)i(x)
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7 Casovy vyvoj kvantového stavu

7.1 Operator ¢asového vyvoja

Doteraz sme sa zaoberali popisom stavu systému v danom okamihu. Podstatnou je otazka, ako sa
meni stav systému s casom

[W(t)) — |¥(t2)), ta >t

Zavedieme operdtor ¢asového vijvoja stavu U(tg, t1)

W (t2)) = Ulta, t1)[(t1)) (318)

Operétor U (t2,t1) opisuje vyvoj stavu z okamihu ¢; do okamihu ¢, pokial’ v tomto ¢asovom intervale
nie je na opisovanom systéme vykonané ziadne meranie.
Z obecnych tivah sa daji odvodit’ niektoré vlastnosti operdtora U. Vektory [v(t1)) a |1(ts))
si normalizované, ¢ize plati
(V(t2)|¢(t2)) = ((t2)|(t))-
Nakolko stcasne

(W(ta)|th(t2)) = (L () |UT (2, 1)U (ta, t1)|2h(11))

operator U(ty,t;) musi byt unitirny
Ul(ta, 1)U (t2, 1) = 1. (319)

Za predpokladu, ze systém v casovom intervale (¢1,?3) nemeriame, potom Casovy vyvoj dany
operatorom U (t3,t1) musi viest’ na rovnaky vysledok ako postupnost’ dvoch navézujucich casovych
V};’VOjOV7 U(tg,tl) a U(tg, tg), kde t; <ty < ts:

A A A

U(tg,tl) = U(tg,tg)U(tQ,tl). (320)

Toto pravidlo skladania je druha vlastnost’, ktora spfﬁa operator ¢asového vyvoja U (t,t).

Tret'ou vlastnost'ou operatora U (t,t') je jeho diferencovatel’nost’ podl’a t. Experimentélna
skisenost’ nam hovori, ze fyzikalne systémy sa vyvijaju v Case spojito. To znamena, ze stavové
veliciny systému v dvoch vel'mi blizkych ¢asovych intervaloch sa od seba lisia len vel'mi malo.
Budeme to predpokladat’ aj o QM systémoch, ktorych ¢asovy vyvoj nie je naruSeny meranim.
Spojity casovy vyvoj je teda opisany diferencovatelnym operatorom U (t,t"). Takyto operator sa
da rozvinut’ do mocninného radu podla ¢asového intervalu

l

Ut to) =1— ﬁf](to) (t—to) + O ((t—10)?), (321)

kde operator H (to) nazveme Hamiltonovym operdtorom. Z unitarity U (t,t0) vyplyva, Ze operator
H(to) je hermitovsky

VI

1= U'(t,t0)U(tto) = T+ - (H' = H) - (t —10) + O ((t — 10)?).

Odtial’ pre Hamiltonov operator plati

Hi(t) = H(t). (322)
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7.2 Schrodingerova rovnica

Ked’ operatorovi rovnicu (321) aplikujeme na stav [¢(to)), po istych ipravdch dostaneme

W(t)) — [U(te)) 0,
— = —gH(to)W(to» + O(t — o).

V limite ¢ — to obdrzime diferencidlnu rovnicu pre ¢asovy vyvoj stavu [¢(t)), ktord sa nazyva
Schrodingerovou rovnicou
Ol(t
B}
ot

= H(t)[(1)). (323)

Toto je pohybova rovnica kvantovej mechaniky tak ako Newtonov zakon sily je pohybovou rovnicou
klasickej mechaniky. Radi by sme citatel’a varovali pred nespravnym pocitom, ze sme Schrodingerovu
rovnicu (SchR) odvodili. Predovsetkym v postupe, ktorym sme sa dopracovali k SchR, bolo
urobenych niekol’ko predpokladov, ktoré sice vyzerali rozumne a prirodzene, ale nemuseli byt’
spravne. Ich opravnenost’ sa overi az tym, ako bude “fungovat” SchR. No a po druhé, v tejto
chvili nevieme skoro ni¢ o Hamiltonovom operatore F (t), ktory v SchR vystupuje. Je akurdt jasné,
ze jeho podoba je klticovym komponentom SchR, ktory bude urcovat’ casovy vyvoj kvantového
systému a ze tento operator nesie informaciu o vlastnostiach opisovaného systému. Podobne aj
Newtonov zakon sily v klasickej mechanike je len formélna rovnica, pokial’ nepozname konkrétny
tvar posobiacej sily. Urcenie casového vyvoja kvantového stavu teda zavisi od ndjdenia sprdvneho
tvaru Hamiltonovho operdtora.

Preskiimajme d’alsie vlastnosti Hamiltonovho operatora. KedZe je hermitovsky, moze zod-
povedat’ pozorovatelnej velicine. Pozrime sa na ¢asovy vyvoj strednej hodnoty tejto veliciny v
stave |1(t)). S vyuzitim SchR dostaneme

O(H) = 0O H ()| (1) = (L(OI(@H ()] (2)). (324)
Odtial’ vyplyva, ze ak H nezdvisi explicitne na case, potom
O(H) = 0. (325)

To znamend, ze v takomto pripade sa (H) nemeni s ¢asom (zachovava sa) pri 'ubovolnom moznom
¢asovom vyvoji vinovej funkcie.

Uvazujme nejaky hermitovsky operator A(t). Zavislost’ jeho strednej hodnoty v stave [¢(t))
na Case je

1

0(A) = B A®)D() = (OI@AR))](2)) + ﬁ@b(t)l[ﬁ(t), A1 (8)). (326)
Ak operdtor A nezavisi explicitne na ¢ase, potom plati tvrdenie
[H,Al=0 = 0,(A)=0. (327)

Ak A komutuje s H, potom sa strednd hodnota (A) v I'ubovolnom stave nemeni s ¢asom (zachovéva
sa).
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7.3 Schrodingerova rovnica v z-reprezentacii

Nech H, je diferencialny operator reprezentujici Hamiltonov operator na vlnovych funkcidch.
Potom rovnicu (323) moézeme sprojektovat’ na vlastny stav |z) operatora polohy (pre jednoduchost’
uvazujeme jednorozmerny pripad)

iRy (| P(t)) = (| H | (1)) = Halwli(t).
SchR ma teda v jazyku vlnovych funkcii tvar

op(x,t) -

ih
V casti 4.4 o vlastnostiach vlnového balika sme zistili, ze v pripade vol'ného elektrénu operator
H. je operdtorom kinetickej energie Ey = p*/2m
A 2
N D h 9
Hy=7—=—-—20,, 329
* 2m 2m (329)
kde za operator hybnosti p sme dosadili jeho diferencidlnu reprezentaciu na vlnovych funkciach
—ihd,. Na zdklade tejto skisenosti a skisenosti o zachovdvani sa (H) je prirodzené vyslovit’
hypotézu, ze operator H zodpoveda celkovej energii systému. Tato hypotéza sa ukazala spravna.
Presnejsie povedané, Hamiltonov operator zodpoveda klasickej Hamiltonovej funkcii pokial’ sa d&
sformulovat’ klasicky opis fyzikalneho systému. Napriek tomuto poznatku sa ukézalo, Ze najdenie
Hamiltonovho operatora nie je vzdy jednoduchou zalezitost'ou. Niekedy napriklad veliciny a
matematické objekty potrebné na opis mikrosveta nemaju analégy v klasickej fyzike (spin).
Uvazujme situaciu, ked’ klasicky Hamiltonidn fyzikdlneho systému ma tvar

H(z,p) = o T V(x). (330)

Recept na ziskanie zodpovedajiceho Hamiltonovho operdtora je v zdsade jednoduchy: v rovnici
(330) nahradte H — H, vt — & ap — p

H= i +V(z). (331)
2m
Na vIlnovych funkciach tomu zodpoveda diferencialny operdtor
. B2
Hy = ——— 02+ V(z). (332)

2m

Poznamenajme, ze aj diferencidlna reprezentacia H, Hamiltonovho operatora sa v literatire
zvycajne oznacuje ako H.
ZovSeobecnenie celej tejto casti do troch rozmerov je zrejmé

2

-
He = ——— V2+V(P), (333)

2m

kde 7= (,y,2) a V = (0y,0,, ).
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8 Zaver? Nie, zaciatok!

Aj ked v tomto bode sme sa dostali k zaveru jednosemestralnej prednasky, pre ktoru tieto
poznamky boli spisané, vobec to neznamend, Ze sme vycerpali aj samotni tému prednasky. V
skutocnosti sa ndm prinajlepSom podarilo iba uviest’ zdkladné myslienky formalizmu kvantovej
mechaniky. Az na malé naznaky neostal priestor na to, aby sme ilustrovali pouzitie tohoto formal-
izmu na takych zédkladnych fyzikalnych systémoch ako je konecnd potencidlova jama, potencidlova
bariéra, harmonicky oscilator, atd’. Dufame ale, Ze tieto poznamky umoznia citatel'om pokracovat’
v stadiu kvantovej mechaniky z inych zdrojov.

Pre vacsiu prehl'adnost’ uvedieme na zaver sumar postulatov, na ktorych je formalizmus kvan-
tovej mechaniky vybudovany a ktoré boli sformulované a vysvetlené v predoslom texte.

8.1 Postulaty kvantovej mechaniky

Opierajtc sa o skuiisenosti, ktoré sme nadobudli v predoslych kapitolach pri opise vol'ného elektrénu,
sformulujeme principy, na ktorych je vybudovana kvantova mechanika.

1. Stav QM systému je tiplne popisany normovanym vektorom |¢) Hilbertovho priestoru.

[lustracia: Mnozina komplexnych funckii ¢ (z,y, z), pre ktoré je integréal cez cely Euklidovsky
priestor [ [¢(z,y, 2)|> dV konecny, tvori komplexny vektorovy priestor. Vyraz typu [ ¢*¢ dV
spfﬁa vlastnosti skalarneho sicinu na tomto priestore, ktory je naviac uplny. Tieto funkcie
reprezentuju prvky Hilbertovho priestoru.

2. Princip superpozicie: Ak |1a(t)) a [p(t)) st rieSseniami pohybovej rovnice kvan-
tového systému, potom aj ich (komplexnd) linedrna kombindcia je rieSenim tejto pohy-
bovej rovnice.

Interferencia bola jednym z klicovych javov, pomocou ktorych sa prejavili kvantové vlastnosti
mikrosveta. Podmienkou interferencie je vSak platnost’ principu superpozicie medzi moznymi
rieSeniami pohybove rovnice. Z principu superpozicie vyplyva, ze pohybova rovnica kvantového
systému musi byt’ linearna.

3. Kazdej meratel'nej fyzikalnej velicine je priradeny linedrny hermitovsky operator. To-
muto operatoru sa zvykne hovorit’ pozorovatelnd.

Strednt hodnotu fyzikdlnej veliciny A vo fyzikdlnom systéme, ktory je v stave 1)(x) spocitame
vyrazom typu (A) = [ Lb*flw dz, kde A je hermitovsky operator priradeny veli¢ine A. Operator je
hermitovsky, aby jeho vlastné hodnoty, ktoré zodpovedaji meranym hodnotam prislusnej veliciny,
boli redlne ¢isla.

4. Meranim fyzikédlnej veliciny dostaneme jednu z vlastnych hodnét prislichajiceho
operatora. Kvantovy systém sa pritom okamzite dostane do stavu, ktory je vlastnym
stavom tohoto operatora prislichajicim nameranej vlastnej hodnote.

70



5. Ku kazdej pozorovatelnej existuje maximalny stibor navzdjom nezavislych pozorova-
tel'nych, ktoré medzi sebou komutuju. Tento subor sa nazyva uplny subor operdtorov
(pozorovatelnych). D& sa ukdzat’, ze vsetky operdtory uplného stiboru maji rovnaké
vlastné stavy. Zadanim hodnot vSetkych velicin tplného systému dostaneme tuplny opis
vlastného stavu iplného siboru operatorov.

6. Velic¢ina
P = [{g|¢)|? (334)

udéava pravdepodobnost’, ze systém, ktory sa nachddza v stave |¢), sa meranim ocitne v
stave |¢).
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9 Dodatky

9.1 Diracova delta-funkcia

Diracova delta-funkcia 6(z) je definovand vzt'ahom

+oo
| @) dx = £(0) (335)
kde f(z) je definovand na (—oo,00) a spojitd v o = 0. Specidlne
+oo
/ 5(x) dz = 1. (336)

Intuitivna predstava: Z (335) vyplyva, ze §(x) = 0 pre = # 0 a 6(z) # 0 pre x = 0. Ked’ze podla
(336) je pod d(x) konecnd plocha, musi byt’ §(0) = co. Zhrnuté

5(z) = { 20 iig (337)

Diracova delta-funkcia nie je teda reguldrna funkcia. Ide o tzv. zovseobecneni funkciu alebo
distribuciu. Diracova delta-funkcia nema matematicky dobre definovany zmysel sama o sebe, ale
len v kontexte funkcionélu (335).

Vlastnosti Diracovej delta-funkcie:

1. Nech L je kladné realne ¢islo. Potom

" p@ste) dn = [ p@)ite) a (338)
2. Nech a je realne ¢islo. Potom
| @t o) do = (o (339)
3. Nech £ je redlne ¢islo rozne od nuly. Potom
/ :’o F@)o (k) dz — “1{‘ (0). (340)
Toto sa formalne da zapisat’ v tvare
5(ha) |,1€‘5(96>- (341)

Specialny pripad je rovnica §(—z) = 6(x).

4. Nech z;(i = 1,...,n) s nulové body funkcie y(x), t.j. y(z;) = 0, ale také, ze y/'(x;) # 0.
Potom plati

[ sty o= L (342)

—o0 Y (;

Formalne sa to da zapisat’ v tvare
"0 — xy)
oy(@) =>_ ——~

2 @) (343)
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5. Derivacia Diracovej d-funkcie:
Tak ako samotnd d-funkcia, aj jej derivacia mé zmysel len ako sicast’ podintegralneho vyrazu.
S pouzitim per partes mozeme napisat’

[ 1@ Ltw) do = (st - [0

—00 —00 ail'

d(z) dx. (344)

Prvy ¢len na pravej strane je vzhl'adom na vlastnosti o-funkcie rovny nule. Takze ndm ostalo

+o00 ) B +oo 9 f ()
/_ (@) () do = /_ S50 da. (345)
Toto mozme zapisat’ ako formélne pravidlo
0 0
%5(37) = —5@)%7 (346)

kde derivacia na pravej strane posobi na zvysok podintegralneho vyrazu sprevadzajiceho
pod integralom derivaciu J-funkcie.

Zovseobecnenie Diracovej delta-funkcie do viac rozmerov:

0%(7) = 8(x)d(y)d(=). (347)
Potom

| 55w e = 100). (313)

9.2 Fourierov integral

Nech f(x) je funkcia, ktora je
1. definovand na (—oo, +00);
2. po castiach spojita s derivaciou na intervaloch spojitosti;
3. absolitne integrovatelnd, t.j. [72°|f(x)| dv < .

Potom vo vsetkych bodoch spojitosti ju mozeme reprezentovat’ Fourierovym integrdlom

1 oo ikx
fr) = = /_ (k)™ dk. (349)

Funkcia a(k) sa nazyva Fourierov obraz funkcie f(z) a dostaneme ju

a(k) = ¢12_7T / :” F@)e ™ da. (350)

Ked' dosadime (350) do (349), dostaneme

+o00 1 +oo ,
@ =[5 [2 [ e g ax (351)
—00 T J—o0
Porovnanim (351) s (339) dostaneme
1 +oo .
(=g [ e (35)



Vidime teda, ze Diracova delta-funkcia je fourier-obrazom jednotky.
Zadefinujme funkciu

rm . 1 sin(mx)
m(T) = — " dk = ——— 353
gin() 27 [m ¢ T (853)
a tiez
g(x) = lim gy, (z). (354)
Pre Vm > 0 je
+oo
/ gm(z) de = 1. (355)
Dalej
) m
lim g (@) = —, (356)
takze
lim g(x) = oo. (357)
Nakoniec z vlastnosti Fourierovho integralu vyplyva
+oo
- f(@)g(x) dz = f(0). (358)

Vidime, ze Diracova delta-funkcia sa dé chapat’ tiez ako limita postupnosti funkcii g,,(z). Situdcia
pre tri rozne m je zobrazena na obrazku 5.

zodpoveda hodnote m = 5, graf so strednym pikom hodnote m = 10 a graf s najvyssim pikom
zodpovedd m = 30.

Systém funkcii

() = \/127 kT e (00, +00). (359)

tvori bazu na priestore funkcii f(z). Tato baza je ortonormovand v zmysle

[ vt de = 5k~ k). (360)
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9.3 Prechod k jednotkdm h =c =1
1eV=16x10""*7J

9.4 Komplexny vektorovy priestor

Vektorovy (linedrny) priestor V' je mnozina prvkov (vektory), na ktorej je definované ich sc¢itanie
a ich nasobenie komplexnym ¢islom tak, ze plati:

1. Va,b:a

2. Va,b:a

8. Va,Va, 8 : a(Bd) = (af)d;
9. Va,Va, 3 : (a+ f)d = ad + 3d;
10. V@, b,Va : a(@+b) = ad + ab;

kde @,b,¢,0 € V a o, 3 € C (komplexné &sla).
Uvedieme niekolko prikladov komplexnych vektorovych priestorov:

e Mnozina n-tic komplexnych ¢isel 2= (z1, ..., 2,), kde sicet je definovany ako
T4+y=(r14y1, -, Tn+Yn)
a nasobenie komplexnym ¢islom

alz1, ..y 2p) = (21, ..., azy).

e Mnozina nxn komplexnych matic so Standardne definovanym maticovym s¢itanim a nasobenim
komplexnym ¢islom.

e Mnozina vSetkych komplexnych funkcii jednej redlnej premennej, ktoré si definované na
intervale (—o0, +00) a pre ktoré integral

[Tl e

je konecny. Scitovanie funkcii a ich nasobenie komplexnym ¢islom je definované standardne.
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Vektory day, ..., a, su linedrne nezdvislé, ak rovnica

al&'1+...+an&'n20

ma pre ai,...,q, iba trividlne rieSenie oy = ... = «a, = 0. V opacnom pripade su vektory
ai,...,a, linedrne zdvislé. Vyraz na l'avej strane rieSenej rovnice sa nazyva linedrnou kombindciou
vektorov dy,...,d,. V Finsteinovej sumacnej konvencii to mozeme zapisat’ ako a;d;.

Minimalny pocet linedrne nezavislych vektorov €;, pomocou ktorych vieme vyjadrit’ 'ubovolny
vektor @ z priestoru V' v tvare @ = «;€;, udava rozmer priestoru V', dimV. Mnozina vektorov
{&;}¢mV sa nazyva bdzou vektorového priestoru V.

V pripade, ze dim V' = oo, ide o nekonecéno-rozmerny priestor. Prikladom je priestor vSetkych
polynémov v komplexnej premennej z; P, (2) = ap + a1z + ... + a;p, 2™, kde m = 1,2,3,.. ..
Sucet dvoch polynémov a ich nasobenie komplexnym ¢islom si definované standardne. Bazou je
mnoZina navzdjom nezdvislych polynémov {1, z, 22, 23,. ..} s nekoneénym poctom prvkov.

Na komplexnom vektorovom priestore mozeme zaviest’ komplexny skaldrny sucin. Takyto
vektorovy priestor potom nazyvame unitdrnym. Komplexny skalarny sicin je zobrazenie V xV —
C s nasledujicimi vlastnost’ami pre Va, 5, ceV,aeC(:

1. (@,b+ ad) = (a,b) + (@, ?) linearita v druhom argumente
2. (@,b) = (b,a)* symetria
3. (@,d) >0, Vd#d pozitivna definitnost’

Z prvych dvoch vlastnosti skalarneho siucinu vyplyva jeho anti-linearita v prvom argumente:
(@+ ab, &) = (@,3) + a*(b, d).
Dalej mbzeme ukézat, ze
(@,a) =0 < d=o.
Pre komplexny skalarny sicin plati Schwarzova nerovnost’

- =,

(@ b)]* < (@,a)(b,b), Va,beV.

Priklady komplexného skalarneho sicinu na komplexnych vektorovych priestoroch:

e Na mnozine n-tic komplexnych ¢isel:

—

(d@,b) = a’b; (1=1,...,n),
kde a; a b; st komponenty vektorov @ a b.

e Na mnozine vSetkych kvadraticky integrovatelnych komplexnych premennych jednej redlnej
premenne;j:

(¥, ¢) = /_+00 v (z)p(x) de.

[e.9]

Ak pre dva nenulové vektory da, beV plati

-

(@0) =0,
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potom hovorime, Ze si navzajom ortogondlne. Béza {¢é;}I, vektorového priestoru V sa nazyva
ortogondlna, ked’
(6,8) =0, Vij.
Na vektorovom priestore mozeme zaviest’ normu vektora. Takyto vektorovy priestor potom

nazyvame normovanym. Norma je zobrazenie V' — R s nasledujicimi vlastnost’ami pre Va,b €
V,a eC:

L. ||d| >0, Va#ad pozitivna definitnost’
2. ||ad]| = |of - ||| linearita
3. l@+b| < ||a| + ||o]| trojuholnikovd nerovnost’

Z prvych dvoch vlastnosti vyplyva
i =0 <« d=o.

Ortogonalna baza, ktorej bazové vektory maju jednotkovi dIZku, sa nazyva ortonormdlna.
Na unitarnom vektorovom priestore mozeme prirodzene zaviest’ normu pomocou skalarneho
sucinu
lall = +/(a, a).

Uvazujme rozklad vektora @ v baze {é;} ;:

Ak uvazovana baza je ortogonalna, potom

Ak uvazovana béza je ortonormadlna, pricom norma je definovand pomocou skalarneho suc¢inu,
potom
a; = (€;,@).
Linedrna forma na V je zobrazenie f : V — C, ktoré je linedrne

Va,be V,NaeC:  flad—+b) = af(@) + f(b).

Mnozina vSetkych linearnych foriem na V' tvori vektorovy priestor, oznacme ho V. Priestor V sa
nazyva dudlnym k V. Prvky priestoru V sa zvykni nazyvat’ aj kovektory. Priestor V maé rovnaki
dimenziu ako priestor V. Pre fixované @ € V a pre Vf € V dostédvame ~zobrazenie V — C, ktoré
je linearnou formou na V. D4 sa ukazat’, ze dudlny priestor k 1% je V: V=V.

Mbzeme definovat’ zobrazenie g : V x V — C, ktoré kazdému @ € V a kazdému f € V priradf
komplexné &islo g(f, @) = f(a).

Nech V' je unitdrny vektorovy priestor. Pomocou skaldrneho suc¢inu mozeme kazdému vektoru
a € V priradit’ linedrnu formu a € V tak, ze

a(b) = (@,b), VbheV.

Skaldrny stéin teda indukuje zobrazenie V — V.
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Linedrny operdtor na V' je zobrazenie O:V— V', ktoré je linearne
Va,be VNaeC: Oad+b)=a-0d+Ob.
Posobenie operatora je jednoznacne dané, ak pozname jeho posobenie na vektory bazy
a@ = 0ad = Ou;é; = ai(Oé}).

Ak V je unitdarny priestor a €; vektory ortonormélnej bazy, potom sturadnice vektora @’ dostaneme
nasledovne X
a; = (€;,d) = a;(€;, 0¢;) = Oyjay,
kde R
0i; = (&, 0g;).
Vo fixovanej ortonormalnej baze je teda operator O jednoznacne reprezentovany maticou O;;.

Pre linearny operator OnaV je & jeho vlastny vektor a A\ jeho vlastnd hodnota zodpovedajica

vektoru 7, ak je splnena rovnica
Off = \i.

Uvazujme normovany vektorovy priestor V' a v fiom postupnost’ vektorov {Z;}°,. Této pos-
tupnost’ konverguje k vektoru & € V', ak pre kazdé € > 0 existuje n také, ze pre vsetky i > n
je

|2 — 2| < e.
Cauchyho postupnost'ou nazveme takd postupnost’ {7;}32, z V', ze pre kazdé ¢ > 0 existuje n také,
ze pre vsetky 7,7 > n je

17 — 25| <.
Nie kazda Cauchyho postupnost’ konverguje, pretoze niekedy jej limita lezi mimo uvazovany vek-
torovy priestor. Vektorovy priestor V' sa nazyva uplnym, ak kazdad Cauchyho postupnost’ jeho
prvkov konverguje, t.j. jej limita lezi vo V.

9.5 Hilbertov priestor a Diracov formalizmus

Hilbertov priestor 'H je iplny unitarny vektorovy priestor. Nasledovnu symboliku a terminolégiu
zaviedol Dirac. Tradi¢nému oznaceniu® vektora @ € H zodpoveda Diracovo oznacenie |a) a ndzov
ket-vektor. Kovektoru a z dudlneho priestoru H, ktory je priradeny vektoru @ prostrednictvom
vzt’ahu

-

a(b) = (a,b), VbeH.

priradil Dirac symbol (a|, ktory nazval bra-vektor. Nakoniec a(b) nahradil symbolom (a|b), ktory
je ale z definicie rovny skaldrnemu stéinu vektorov |a) a |b)

(alb) = (la), [b))-

Potom z vlastnosti skaldrneho stc¢inu dostaneme

(alpb+c) = Blalb) + (alc), (361)
(aa + ble) = a*{(alc) + (blc), (362)
(alb) = (bla)”, (363)
(ala) > 0. (364)

34Pouzitému napriklad v Dodatku 9.4.
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Majme na Hilbertovom priestore ortonormélnu bazu {le;)}! ;, kde n = dim H. Potom kazdy
vektor |a) € H mo6zeme vyjadrit’ pomocou tejto bazy

|a) = ailes), (365)
kde a; su suradnice vektora |a) v danej baze. Tieto suradnice dostaneme z rovnice
a; = {e;]a). (366)
Z rovnic (365) a (366) moézeme napisat’
ja) = {eila)lei) = lei){eila). (367)

Nestrat'me zo zretel’a, Ze cez i sa s¢ituje. Porovnanim l'avej a pravej strany (367) dostaneme
n A
> lei (el =1, (368)
i=1

kde I je jednotkovy operator. Vsunutie jednotkového operatora v takejto podobe do upravovaného
vyrazu je castym a vyhodnym trikom ako rychlo dospiet’ k h'adanému vysledku.

Normovanym nazveme vektor |a), pre ktory (a|a) = 1. Stradnice normovaného vektora spliiaji
nasledovny vzt’ah

1= (ala) = aja;{eile;) = aja; = _ |a|*. (369)
i=1

Vo zvolenej baze sa posobenie linedrneho operatora na vektor, Ola) = |d’), d4 vyjadrit’ mati-
covym nasobenim suradnic vektora maticou reprezentujicou dany operator

a; = (eild’) = (:|Ola) = a;(ei|Ole;) = Oijay, (370)
kde R

Vyuzijic trik s jednotkovym operatorom (368) mozeme linedrny operator O vyjadrit’ tiez v nasle-
dovnom tvare

O=T10T1=(les) (es))O(le;){ej]) = Oy le) eyl (372)

9.6 Hermitove operatory

Pozorovate'nym v kvantovej mechanike zodpoveda Specidlna trieda linedrnych operatorov, tzv.
Hermitove operdtory. Aby sme mohli zaviest’ Hermitove operatory, potrebujeme zadefinovat’
pojem hermitovsky zdruZeného operdtora. Hermitovsky zdruzenym operatorom k operatoru O
nazveme operator O' taky, ze pre Vl]a), |b) € H plati

(O']a), 1)) = (Ia). O1). (373)

kde zatvorky oznacuji skaldrny sicin. Ked to prepiSeme podla Diraca, dostaneme <OATa|b) =
(a|O[b). Vzhladom na symetriu skalarneho sic¢inu moézeme lavii stranu rovnice (373) prepfsat’ ako
(|6), OT]a))*, takze

(16, O'a))* = (la), Olb)) (374)
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V Diracovom formalizme to je

(b0']a)” = (alOIb) (375)

Operaciu hermitovského zdruzemia, ktora prirad'uje linearnemu operatoru jeho hermitovsky
zdruzeny naprotivok, sme oznacili symbolom “dyky”. Pre hermitovské zdruzenie sicinu dvoch
linedrnych operatorov plati

(AB)" = BT AT (376)

n
1=

Nech O;; st sturadnice operatora O v ortonorméalne;j béze ;). Potom suradnice hermitovsky
zdruzeného operatora Of podla (375) s

T _

Maticu hemitovsky zdruzeného operatora teda dostaneme, ked’ maticu povodného operatora kom-
pexne zdruzime a transponujeme.
Ako sa transformuje (al, ked’

@) = |d') = Ola)? (378)
Vzt’ah (378) je ekvivalentny tvrdeniu, ze pre V |x) € H plati
(a]a’) = (2|Oa). (379)
Po komplexnom zdruzeni tejto rovnice dostaneme
(d/|2) = {alO'|z), (330)

¢o je ekvivalentné identite R
(al  —  (d|=(alO" (381)

Linedrny operator O nazveme Hermitovym, ak pre ¥ |a), |b) € H plati
(b|0la)* = (alOlb). (382)

Inymi slovami, z porovnania (375) a (382), Hermitov operator je totozny so svojim hermitovsky
zdruzenym operatorom

Of=0. (383)
Pre hermitovské operatory plati, ze
e vsetky ich vlastné hodnoty su realne cisla;

e vlastné vektory, ktoré prislichaji roznym vlastnym hodnotam, si navzajom ortogonalne;

e vsetky vlastné vektory kazdého Hermitovho operatora na Hilbertovom priestore tvoria bazu
tohoto priestoru (teoréma uplnosti).

Nie vSetkym vlastnym vektorom hermitovského operatora zodpovedaju rozne vlastné hodnoty.
Ak jedna vlastna hodnota prindlezi d roznym vlastnym vektorom, hovorime, Ze je tato vlastna
hodnota d-krat degenerovand.
Nech Oy st stradnice Hermitovho operdtora O v ortonormalnej béze |e;)?_,. Potom, vzhl'adom
na (383), plati
05 = Osj. (384)
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Odtial’ bezprostredne vyplyva, ze hermitovska matica méa na hlavnej diagonéle redlne ¢isla. Ak
bézu |e;);_, tvoria vlastné vektory operdtora O

Oles) = Ailes). (385)
kde A; st redlne vlastné hodnoty, potom
0y = (e:|Ole;) = Nidi;. (386)

Vidime teda, ze v baze vlastnych vektorov je matica O;; diagondlna, pricom diagonédlne prvky su
tvorené vlastnymi hodnotami operatora O. V tejto baze ho mozeme tiez vyjadrit’ v tvare

O =\ |es)ei. (387)

9.7 Unitarne operatory

Uvazujme dve ortonormalne bazy {|e;)}7, a {|fi)}I~;. Oznacme stiradnice vektora |a) v tychto
bézach ako a¢ a af

a; = (eila), af = (fila). (383)
f

al = (fila) = (file;){e;la) = Uyas, (389)

kde sme zadefinovali transformac¢nii maticu U s komponentami

Vlozenim jednotky v tvare (368) l'ahko odvodime transformacny vzt'ah medzi siradnicami af a a

Ui = (file;)- (390)
Prechod medzi bazami {|e;) }, a {|fi) }i,
| fi) = Ulile;), le) = Ujil f5)- (391)

Aj hermitovsky operétor O je v roznych bazach reprezentovany roznymi maticami
O5; = {eilOley), Of; = (£:101f;). (392)

Do druhej z tychto rovnic dosadime jednotkové operdtory tvorené vektormi bazy {le;)}l; a

dostaneme transformacny vzt'ah medzi maticovymi vyjadreniami operatora O v jednotlivych
béazach

Of; = (filllex)(exO(ec)ed )| f;) = UnOfUs. (393)
Transformacnd matica Uj; spiﬁa vzt'ah
UiiUs; = (files)eslfr) = (fil fe) = Oin- (394)

Matice Spiflajflce (394) sa nazyvaji unitdrne. V kompaktnom tvare moézeme tuto podmienku
zapisat’ v tvare

UUt =1 (395)

Matice U spiﬁajﬁce takuto podmienku sa nazyvaju unitarne.
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A

Unitarne matice st vo zvolenej baze reprezentantmi unitarnych operatorov. Operator U
nazveme unitdrnym, ak pre V |a), |b) € H

(a|UTT|b) = (alb). (396)
Toto je ekvivalentné operatorovej identite
Ut =1. (397)

Z rovnice (396) vyplyva, ze ak transformujeme sii¢asne unitdrnym operdtorom vektory |a) aj |b),
ich skalarny sicin sa nezmeni. Citatel' sa ahko presvedéi, ze, pre konkrétnu bézu, z rovnice (397)
dostaneme (394).

V konecnorozmernom Hilbertovom priestore tvoria vlastné vektory unitarneho operatora tplnua
bazu. Jeho vlastné hodnoty maji tvar e, kde ¢ € R.

9.8 Operatorové funkcie

Operdtorovymi funkciami budeme nazyvat’ funkcie operatorov. Takéto funkcie moézeme definovat’
dvoma sposobmi:

1. Nech A je Hermitov linearny operator na H. Nech a; su jeho vlastné hodnoty
A|CLZ> = CLi|CLi>

a nech f(z) je komplexna funkcia na komplexnych ¢islach, f : C — C. Potom operédtorovou
funkciou f(A) nazveme vyraz

f(A) =3 flai)las)(ail; (398)

2. Nech A je Hermitov linedrny operator na H a f(z) komplexnd funkcia na komplexnych
¢islach, f : C — C, s mocninnym rozvojom v tvare

f(z) = i szk-
k=1

Potom operétorovou funkciou f(A) nazveme vyraz

FA) =3 fA (399)

Ukazeme, Ze obidve definicie su ekvivalentné. Vychadzajic z druhej definicie, m6zeme napisat’

f(le) = g’: fklek = ki_o: fr (Z ai’%‘)(%’) : (400)

Vyuzijic ortonormélnost’ vlastnych vektorov Hermitovho operatora A d4 sa ukézat, ze (3, as|a;) (a;|)*

>i(a;)¥|a;) (a;]. Ked to dosadime do vzt'ahu (400), dostaneme

fA) =% <Z fkaf> |a;)(ai| = Zf(ai)lai>(&i|, (401)

)
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¢o je prave prva definicia operatorovej funkcie.
Definicia operdtorovej derivdcie operatorovej funkcie: Nech f(z) a g(z) st komplexné funkcie
komplexnej premennej také, ze
_ )

z) = .
9(2) = =~
Potom operatorovou derivaciou operatorovej funkcie f (121) podl'a operatora A nazveme operatorovi

funkeiu g(A),

df(A) .
= 9. (402)

Definicia parametrickej derivdcie operatora: Nech A( ) je operator, ktory zavisi na realnom
parametri s. Potom parametrickou derivaciou operatora A podl’a parametra s je definovana ako

Nech operatory A a B z4visia na parametri s. Plati
T8 (5) = L 9)Bls) + A 2 (s). (404
Pre kazdy unitarny operator U mozeme najst’ hermitovsky operator H taky, ze
U =ef. (405)
Definicia komutdtora dvoch operatorov:
[A,B] = AB — BA. (406)
Plati
1. o o o
[AB,C| = A[B,C] + [A, C]B; (407)
2. Jacobiho identita: o o o
(A, [B,C]] + [B,[C,A]] + [C, [A, B]] = 0; (408)
3. Ak [121 B] 0, potom operatory AaB maju spolocné vlastné vektory;
4. Nech [A, B] = 1. Nech f(A) je operatorova funkcia. Potom
df(Ad) .
! (409
5. Pre vsetky operatory 121, B plati
BAcP = At (B A+ BB A +.... (410)
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