Ziakova Jana, Zeman Dalibor : $t. odbor Aplikovana matematika 1

1 Fermatov Princip

Abstrakt

Zakon odrazu a lomu rozobera nielen Huygens-Fresnelov princip, ktory vy-
jadruje mechanizmus Sirenia vinenia priestorom, ale i Fermatov princip, ktory
sa poklada za zakladny princip geometrickej optiky.

Obr. 1: Pierre de Fermat-"Knieza laikov”

Pierre de Fermat (1601-1665) je jednym z klasicky vzdelanych géniov, ako
bol Ampére, nikdy nechodil na vysoku $kolu. Velmi skoro ziskal vzdelanie v
Latinc¢ine a Gréctine. Fermat c¢ital vSetky matematické diela z antiky v ori-
gindnom zneni, a to rozvijalo jeho intelekt.

Fermat neveril Descartovym tvrdeniam o rychlosti svetla. Vyhlésil, ze jeho
vztah pre lom svetla Ziﬁg =konstanta, nemoze byt pravda. Konstanta v Des-
cartovom ponimani vyjadrovala vztah Konst = z—f, kde v; bola rychlost svetla
v prvom médiu (vzduch) a vy bola rychlost svetla vo vode, a uhol dopadu a
£ uhol lomu. Sdm sa pustil do hladania vzfahu myslienkou o najlahsej ceste
svetla a o odpore prostredia, ale po styroch rokoch vypoctov dostal to isté

¢o Descartes.

1.1 Fermatov princip najmensieho ¢asu

Uz Heron Alexandrijsky predpokladal, Ze pre svetlo plati princip najmensej
vzdialenosti:

Luc¢ svetla putuje medzi dvoma rozdielnymi bodmi po
najmensej moznej drahe v priestore.
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Tento vyrok sa tykal odrazu a prechodu cez homogénne prostredie (prostre-
die charakterizované jednotkovym indexom lomu). V roku 1657 P.Fermat
modifikoval Heronov vyrok a formuloval princip najmensieho casu:

La¢ svetla pri prechode z jedného bodu do druhého sa
pohybuje po takej drahe aby minimalizoval ¢as nutny na
prechod.

Nech pohybujici sa 14¢ prejde vzdialenost s s rychlostou v za t sekund a
plati:

s
t=—
v

Ak sa 1G¢ pohybuje réznymi rychlostami po réznych dréahach pre ¢as po-
hybu plati:

KedZe pozname rychlost svetelného lica v prostredi s indexom n je v = £

teda

Moo 1 ¥ 4
t=> (SC ) = (M Sm) = p (1)
m=1 ﬁ m=1

Podla Fermatovho principu je skutocnéa draha lacéa SOP dana podmienkou
0t=0 alebo o/ =0

A tak Cas nutny na prejdenie skutocnej drahy v roznych prostrediach je
rovny casu na prejdenie dlhsej drahy ¢ vo vakuu; draha je dlhsia pretoze
n, > 1. Tato dlhsia draha ¢ = ns sa naziva opticka drdha svetla. Je to
vzdialenost dvoch bodov v tom istom prostredi znésobend jeho absolitnym
indexom lomu. To znamena, Ze svetlo potrebuje najmensi ¢as na prejdenie
cesty s najmensou optickou drahou. A preto princip najmensieho ¢asu moze
byt upraveny:

La¢ svetla ide pri odraze a lome na rovinnom rozhrani
tak aby jeho opticka draha bola minimalna
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Fermatov princip vyzaduje, aby bola extrémna. Na zaklade zakrivenia od-
razajucej alebo lamavej plochy opticka draha svetla moze byt aj maximalna
alebo konstantnd. Tak Fermatov princip mézme vyslovit aj takto:

Svetlo sa $iri vo vakuu aj v hmotnom prostredi pozdlz
éiary, po ktorej trvanie tohoto deja vzhladom na ¢iary
od nej malo odlisné je extrémne

Obr. 2: Opticka draha je extrémna

Ako z obrazka vyplyva, nech je dané duté zrkadlo tvaru rota¢ného elip-
soidu s ohniskami v bodoch A a B. KedZe normaéla v Tubovalnom bode C
tejto plochy zviera so spojnicami AC' a BC rovnaké uhly, znadi to, Ze kazdy
vychadzajuci 1a¢ z bodu A po odraze na zrkadle prechdadza bodom B, pri¢om
stcet dlzok AC + BC mé konstantnd hodnotu. S ohladom na rotaénii plochu
znézornenu v reze oblikom SS’ je vSak draha ACB maximalna a s ohladom
na plochu 5157 miniméalna.

V pripade, zZe svetlo prechadza prostredim, ktorého index lomu sa spojite
meni, treba rozdelit geometrickt drahu lica na tak malé tseky dl, aby index
lomu pozdlz nich bol stély. Elementarna optickd draha je ndl a celd optické
drédha je dand integralom |, SP ndl. Fermatov prinip moZzme potom napisat v
tvare:

P
5/ ndl = 0
S

Tato rovnica je vseobecnou formulaciou Fermatovho principu.

Boli uvedené mnohé formulécie principu najmensieho ¢asu. Co viak spo-
sobi, Ze svetlo ”vie”, ze ma ist k zrkadlu? Princip spoéiva v tom, Ze svetlo ide
po drahe tak, ze v blizkosti je mnoho inych drah, prechod po ktorych trva
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rovnaky cas. Podla (1) je doba t, ktort potrebuje 14¢ k prejdeniu drahy me-
dzi dvoma vlnoplochami vyjadrend vztahom ¢ = f Tato doba je pre vsetky
lice medzi dvoma vinoplochami stala a plati ¢ = const. Jednoducho ide o
to, ze mi aranzujeme situaciu a svetlo sa rozhodne, ktory cas je najkratsi
alebo extrémny a podla toho si vyberie drahu. Je to vlastnost svetla, ktord
nie je zndma v geometrickej optike a ktora spoéiva v myslienke vlnovej dizky,
vlnova dlzka nam povie, ako daleko musi svetlo presktimat drahu, aby si ju
skontrolovalo.

1.2 Fermatov princip pre odraz

Najprv si ukdzeme platnost principu pre zrkadlo. Je tu vyuzity nielen zakon
priamociareho Sirenia sa svetla v homogénnom prostredi, ale i zdkon pre
zrkadlo. Je dany problém : ”Ktorou cestou sa mdézeme dostat z bodu S do P
za najkratsi ¢as?” Je isté, ze priamo z S do P! Ak vSak stanovime podmienku,
zasiahnutie zrkadla, odpoved uZ nie je tak zrejma.

Jeden sposob je dorazit na zrkadlo kolmo, a potom do bodu P. Potom
mame kratku drahu SO a dlha drahu OP. Ak sa o méalo posunieme doprava
jej prekonanie s kratsie.

Hladame teda taky bod O na zrkadle, aby optickd draha svetla pri odraze
na rozhrani z bodu S do bodu P cez bod O bola extrémna. Uhol ©; je kladny
a uhol © je zaporny . Vyrok, ze uhol dopadu sa rovna uhlu odrazu, je teda
ekvivalenitny vyroku, ze svetlo dopada na zrkadlo tak, ze do bodu P sa vracia
za najmensi mozny cas. LU¢ putuje prostredim s indexom lomu n, pred a po
odraze. Zlozky optickej drahy su:

SO Vh2 + 22
OP = /b?+ (a—x)?

A vyjadrenie pre tplni optickt dizku dréhy ¢ je :

£=n(50+OP) =n (VIT+a% + 12 + (o — )?)

KedzZe ¢ je funkcia premennej x, podla Fermatovho principu sa realizuje
té4 draha pre ktoru je ¢as t minimélny. Teda poziciu bodu O mozme najst
derivéciou £ podla premennej x a potom dant derivaciu polozime rovni nule:
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Obr. 3: Fermatov princip pre odraz

dae —2(a—x) _0
dv 2\/h2+I2 2,/0% + (a — x)?
a—x

\/h2+$2 \/b2 (a — x)?

dalej plati:

. — sin[—0,] = —
Vh? + 22 2 b2+ (a — )2

sin[6;] =

= sin[O;] = sin[—O,]
= —@1 - @2

Odrazeny 1u¢ lezi v rovine dopadu, postupuje na druhej strane od kolmice
dopadu a zviera s 1iou rovnako velky uhol ako dopadajuci 1u¢é. Ak meriame
uhly ©4, ©5 od prislusnych licov ku kolmici len do 90° a pocitame ich kladne
v zmysle pohybu hodinovych rudiciek tak je zvykom v geometrickej optike
vyjadrovat zakon odrazu v uvedenom tvare. Je z neho zrejmé, ze dopadajuci
a odrazeny lU¢ lezia na réznych stranach kolmice dopadu.
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1.3 Fermatov princip pre lom

Opit mame rovnaky problém : ”Ktorou cestou sa mozeme dostat z bodu S
do P za najkradsi ¢as?” Zaroven vieme, ze (ny > ny = 01 < O,) sa po drahe
SO pohybujeme pomalsie a po dréhe OP rychlejsie. Mézme ist opét kolmo
na rozhranie prostredi, kedze sa v prvom prostredi pohybujeme najpomalSie.
Po hlbsej analyze opit dospejeme k zéveru, ze koneénym rieSenim problému
je drdha SOP.

Optickt drahu mozme vyjadrit v tvare:

¢ =n,S0 +ny,OP

svetlo sa siry tak, aby jeho optickd draha bola extrémna. To vedie k pozia-
davke aby prva derivacia optickej drahy bola rovna nule. Ak vSak uvazujeme
o minimalnom case potrebnom na prejdenie vzdialenosti SOP dostaneme
vztah: PO
t(@l,@g) - 71 + 72
U1 V2
¢o je funkcia dvoch premennych. V zavislosti od polohy bodu O sa menia
uhly dopadu a lomu. Pre najmensie drahy v oboch prostrediach plati:

Q
v
=
~

|
|

-l—x;;\ a-XxX ————»

\/bz +(a— Jc)2

Obr. 4: Fermatov princip pre lom

@281 = \/h2+$2
OP =3y = /b + (a— x)2
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7 toho je zrejmé, ze:

(01, 02)

cos ©

t(©1,02)

V22 0+ (a— 1)
U1 + Vg
h b
N R PR
h b
v1€cos©; vy cos Oy

Potrebujeme najst extrém danej funkcie, takze budeme derivovat dant fun-
kciu podla premenej ©; a ©5. Potom dany diferencial poloZime rovny nule.

ot

ot

h sin @1 bsin @2

dt = —dO;+ —dOy = ———— dOy =0
00, 1+(5®2 2 v cos2 Oy V9 €082 Oy 2
L(%__@sin@l cos O9 2
dO®;  v1bsin O, \ cos O

Dalej plati a=konstanta, kedze derivacia konstanty je rovné nule tak:

a = htan©®; + btan O,
1
da = h—————dO;+b dO, =0
“ cos? ©, 1 cos? O, 2
L@b__ﬁ cos O, 2
d®;  b\cosO;
takze:
@ _ de,
de,  de,
_@sin@l cos O, 2 B _ﬁ cos O, 2:>Sin@1_ﬂ
v1b sin ©4 \ cos O N b \ cos ©; Sin®, vy

kedZe plati v; = a V2= tak po uprave dostaneme Snellov zakon:

ny sin ©1 = ny sin O9
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1.4 Pouzitie Fermatovho principu

Jednym z javov na ktory sa aplikuje Fermatov princip je zrkadlenie. Tento
jav nastéva kvoli tomu, ze vzduch tesne nad cestou je velmi horici, ale vyssie
je chladnejsi. Hortci vzduch sa viac rozpina ako studeny, je redsi a rychlost
svetla je v lom menej spomalend. D4 sa povedaf, Ze svetlo miesto toho, aby
sa rozhodlo priletief po priamej ceste, ide po drédhe s najmensim ¢asom, po
ktorej ide do oblasti, kde na chvilu leti rychlejsie, aby uSetrilo ¢as. Takze
moze ist po krivke.

a SVETLO Z OBLORY

HORUCA CESTA ALEBO PIESOK

Obr. 5: Fatamorgana

Dal$im zaujimavym javom je skutoc¢nost, ze ked Slnko vidime zapadat,
je vlastne uz pod horizontom. Zemska atmosféra je riedka hore a husta dole.
Svetlo leti vo vzduchu pomalsie ako vo vakuu, preto sa slnecné svetlo moze
do bodu S za horizontom dostat rychlejsie, ked miesto toho, aby islo len po
priamke, vyhne sa hustym oblastiam, kde ide pomalSie a len potom cez ne
prejde pod strmsim uhlom. Ked sa zda, ze zapad4 za horizont, v skuto¢nosti
je uz dost pod horizontom.

-

K ZDANLIIV

m

MU SENKU

(

DRAHA SVETLA

K SKUTOCNEMU
% SLNKU
ZEM

Obr. 6: Pri horizonte sa Slnko zda byt o 1/2 stupria vyssie ako je skutocne
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