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VYSETROVANIE PRUZNEJ DEFORMACIE
RNDr. J. Kovar, RNDr. B. TrpiSova, Ph.D., Doc. RNDr. D. Vajda, CSc.

Teoreticky uvod:
Medzi hmotnymi elementami (atdbmami alebo i6nmi krystalickej mriezky) poOsobia pritazlivé a
odpudivé sily, ktoré su iba pri urcitej vzdialenosti 7, Castic v rovnovahe. Pri zvi¢Sovani vzajomnej

vzdialenosti cCastic (tah) prevladnu sily pritazlivé, pri zmenSovani tejto vzdialenosti (tlak)
prevladnu sily odpudivé. Ak teda chceme nejaké teleso deformovat’, musime pdsobit’ vonkajSou
silou proti pritazlivym resp. odpudivym sildm existujlicim medzi stavebnymi Casticami krystalovej
mriezKy.

Vztah medzi G¢inkujicimi silami a deforméciou,
ktora vyvolavaju, je pre Standardnu tuhu latku, v tomto
pripade ocel’, zndzorneny na obr. 1. Ako ukazuje obrazok,
v oblasti malych deformécii je tento vztah linearny
a vyjadruje ho Hookov zdkon, ktory reprezentuje rovnica
(1) uvedena nizsie. V tejto oblasti deformacii plati, ze ked’
prestane posobit’ deformujuca sila, deformovana latka
nadobudne povodny tvar. Ak budeme zvicSovat
AN linedrna  (elasticka) deformujicu silu nad rdmec linedrnej oblasti, bude uz

oblast’ dochadzat’ k trvalej deformacii, priCom zavislost’ vel'kosti
deformujucej sily od velkosti deformacie sa uz neda
vyjadrit’ jednoduchou funkciou, akou je napr. Hookov
zdkon. Pri urcitej hodnote deformujtcej sily dojde
k roztrhnutiu materialu.
Obr. 1 V tejto tlohe sa budeme zaoberat deformaciami,
pre ktoré vzt'ah medzi deformujucou silou a deformaciou je
linedrny, t.j. pre ktoré plati Hookov zékon. Jeho znenie je: Deformacia pruznych telies je imerna
ucinkujucim sildm a obratene [vid. vztahy (1) a (10)]. Prevratena hodnota konStanty umernosti
vystupujica v Hookovom zékone sa nazyva Youngov modul pruznosti. Ak deformujtica sila posobi
kolmo na povrch telesa, vyvolava deformaciu tahom alebo tlakom a modul vystupujici
v Hookovom zakone je modul pruznosti v tahu (ozna¢ime ho E). Ak deformujuca sila lezi v rovine
povrchu telesa alebo je jeho doty¢nicou vyvolava deformaciu Smykom a prislusny modul je modul
pruznosti v Smyku (ozna¢ime ho G). Takéto deformacie (fahom, Smykom) nazyvame jednoduché a
mozno ich vyuzit na experimentdlne stanovenie prislusSnych modulov E a G. V dalSom
rozoberieme metddy na urcovanie modulov E a G, ktoré st zalozené na jednoduchych i zlozitejSich
typoch deformaécii.

roztrhnutie

A
Y

oblast’ trvalej
deformacie

napatie (F/Sy)

deformacia (4 1/1,)

I. MERANIE MODULU PRUZNOSTI V TAHU.

Charakteristika veliciny:

Modul pruznosti v tahu £ je materialovad konStanta vyjadrujuca elastické vlastnosti latok.
Zavisi od druhu materialu a od teploty. Tak napr. pre ocel’ ma hodnotu 210 GPa, pre hlinik 60 GPa,
pre med’ 80 GPa, pre iridium 530 GPa a pod. Od teploty zavisi tak, ze s rastiicou teplotou hodnota £
klesa. Preto je potrebné udavat’ aj teplotu, pri ktorej bola prislusnéd hodnota materidlovej konstanty
namerana.

Metody merania:
V dalSom uvedieme a rozoberieme dve metdody urcovania modulu pruznosti v tahu. Prva sa
vztahuje na meranie modulu pruznosti v tahu z predlzenia tenkého drotu upevneného na jednom
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konci. Tato metdodu mozno pouzit' pre merania pomocou vlakien, tenSich drotov alebo pasov,
pratov. V tomto pripade teda podrobime meranu vzorku deformécii tahom. Pri druhej metode sa
ako vzorky pouziju hrubsie tycCe, ktoré sa podrobia deformécii ohybom. Pri oboch metdodach
pouzijeme Hookov zdkon pre deforméciu tahom, ktory je uvedeny v nasledujucej Casti.

A. MERANIE MODULU PRUZNOSTI V TAHU Z PREDLZENIA TYCE (DROTU)

Teoreticky uvod:

Uvazujme ty¢ (drot) dlzky Io a prierezu So, ktora je na jednom konci upevnena a na druhom
konci je napinana silou F'v smere svojej osi (obr. 2). Pod napétim pdsobiacim v prieCnom reze tyce
rozumieme podiel sily F a prierezu tyée So, kolmého na smer sily F', tj. ¢ = F/S,. Uginkom
napitia sa ty¢ prediZi na dizku [ t. jej dizka sa zmeni o hodnotu Al =1 —1,. Pretoze tito hodnota
je zavisla od povodnej dizky tyle, zavadzame pre dalsi popis pomerova (relativnu) veliinu
vztahom & = Al /1, a nazyvame ju relativne prediZenie. Relativne prediZenie je bezrozmerné &islo.
Pri pruznych deformaciach relativne prediZenie & je priamo imerné mechanickému napitiu o

(Hookov zédkon), v ktorom prevratena hodnota
konStanty imernosti  predstavuje  modul

W////////// pruznosti v tahu E. Matematické vyjadrenie

Hookovho zakona je

A—l = LSE alebo o = E¢ (D)

ZO 0

Z Hookovho =zikona je zrejmé, ze
modul pruznosti vtahu E ma rovnaky
fyzikalny rozmer ako napitie, t.j. N/m?2 = Pa
a predstavuje také napétie, pri ktorom by
absoltitne prediZenie Al bolo rovné pdvodne;j
dizke [,, alebo pri ktorom by relativne

prediZenie bolo rovné jednej (za predpokladu,
7e by taka deformécia vobec bola moznd). Zo
vztahov (1) dostaneme pre E

= - U _————— ¥ Staci uz teraz zvolit’ vhodna metddu na

l, F o
| | E=-"""_alebo E=— . (2)
Al Al So &
I I
4
F meranie prediZenia Al pretoZe ostatné veli¢iny
vystupujuce vo vzt'ahu (2) si bezne meratelné.
Obr. 2 Na obr. 3 je schematicky zobrazené
usporiadanie experimentu umoziujice zmerat
predlzenie Al

Popis zariadenia:

Pre stanovenie zmeny dizky Al pouZijeme tzv. diferencialny transformator (na obr. 3
oznateny DT). U diferencialneho transformatora je mozné vyuzit pre meranie dizky zavislost
vystupného napdtia U od polohy posuvného jadra transformatora. Priméarne vinutie je napdjané
striedavym prudom zo stabilizovaného zdroja (obr. 4). Dve rovnaké sekundarne vinutia si zapojené
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proti sebe, takze ak jadro je ulozené symetricky, vystupné napétie U je rovné nule. Ak sa vSak
zmeni poloha jadra, zmenia sa amplitidy napdtia oboch sekunddrnych vinuti a na vystupe
transformatora mame striedavé napétie, ktorého amplituda je imerné posunutiu jadra.

— DT
—
.IFEL C U[mV]

S —_
F
Obr. 3
Zdroj stabilizovaného napatia
posuvné

/ jadro

Obr. 4

Meranie diZky alebo jej zmeny sa takto prevadza na meranie napitia. Prislusnt dizku, resp. jej
zmenu, zistime z prevodovej krivky Al = f (U ) Tato krivku ziskame nasledovne: Pri nulovej
zatazi prilozime zlava ku transformatoru mikrometricka skrutku. Pomocou nej (a nie pomocou
zavazi) posuvame jadro transformatora, takZe na jeho vystupe mézeme od¢itavat’ hodnoty napétia.
Im prislusné hodnoty posunutia odcitavame z mikrometra mikrometrickej skrutky. Posun
mikrometra mikrometrickej skrutky teda okalibrujeme v hodnotach napitia.

Ulohy:

1. Meranim prediZenia drotu pri jeho napinani uréit modul pruznosti v tahu pre dva rozne
materialy.

2. Stanovit’ chybu vysledku na zéklade parcialnych prispevkov meranych velicin.
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Postup merania a spracovanie vysledkov:
1. Dizku drétu lp meriame jedenkrat, chybu 5,0 stanovime odhadom.

2. Priemer drotu meriame 10-krat, uréime jeho priemerna hodnotu d a strednt kvadratickt chybu
5y
3. Pomocou skrutky S (obr. 3) napneme drdt tak, aby pri zakladnom zat'azeni ukazoval

milivoltmeter nulové napitie.
4. Zmeriame teplotu miestnosti.
5. Pre 10 roznych zatazeni drotu meriame odpovedajice napédtie na vystupe diferencidlneho
transformatora.
6. Pomocou mikrometrickej skrutky k danym hodnotam napitia zistime prislusné prediZenie AL
Namerané hodnoty zapisujeme do tabul’ky, napr. podl'a vzoru Tab. L.

Tab. I

C.m.| mlg] | UmV] | Al[mm] kf=m[m} A =(k; k) {m}
m | kg kg

7. Zostrojime kalibra¢nu krivku Al = f (U) a graf zavislosti 4l od F resp. 4l od m.
8. Zmeriame opét’ teplotu miestnosti.

Ny . .. " . Al o . ,
9. Pre kazdé meranie (zat'azenie) vypocitame koeficient k = — , uréime jeho priemerni hodnotu
m

k a aj strednt kvadratickt chybu &, .
10. Z priemernej hodnoty priemeru drotu d vypo&itame plochu prierezu drotu S, aj jej chybu
podla vztahu s, = (2%) o,.

o _ ]
11. Dosadenim hodnét k, [,, S do vztahu (2) ziskame rovnicu E = 115(3 g, podl’a ktorej

vypocitame prislusny modul.
12. Na zaklade parcidlnych prispevkov meranych veli¢in vypocitame chybu vysledku podla vzt'ahu

<5E>2=E2M+[j: ]:(25;)2] o

13. Vysledok merania uvadzame v tvare E = E + 5, .

Kontrolné otazky:

1. Vysvetlite obsah Hookovho zakona.

2. Definujte relativne prediZenie a mechanické napitie pre dany typ deformacie.
3. Posud’te, ¢i sa jedna o metodu priamu alebo nepriamu.

4. Aky je fyzikdlny vyznam modulu pruznosti v tahu?
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B. MERANIE MODULU PRUZNOSTI V TAHU Z PRIEHYBU TYCE

Teoreticky uvod:

Touto metdédou sa modul pruznosti v tahu E urcuje na zaklade merania prichybu tyce, ktory
vznikd zat'azenim tyCe zavazim o hmotnosti m, t.j. deformécie ohybom. Deformacia ohybom je
zlozitejSou formou deformacie tahom (tlakom). Uvazujme rovnorodu ty¢, ktorej prieény prierez je
rovnaky po celej jej dizke. Ty¢ je na jednom konci upevnend a na druhom konci zatazena silou

F (obr. 5 a obr. 6). Pod u¢inkom sily F sa ty¢ na volnom konci ohyba. Prehnutie ty¢e vplyvom
vlastnej tiaze bude vel'mi malé a preto ho mézeme zanedbat’. V ohnutej tyCi bude tzv. neutrdlne
vlakno, t.j. vlakno, ktorého dizka je rovnakd ako dizka nedeformovanej ty&e. Vldkna nad

neutralnym vlaknom sa pri ohybe t'ahom

X dx
deformované
A vlakno 1
BI
/dS X o,M
)
« y
/ U
GF  neutrsine LGN
: vlakno X
-ﬁ
F elastické . Y
sily neutralne
vladkno
Obr. 6
prediZia, vlakna pod neutrdlnym vlaknom
sa v dosledku tlaku skratia.
Zavislost ohybu konca tyce od
Obr. 5 ohybovej sily stanovime na zéklade

rozboru podmienky statickej rovnovahy

ststavy. V stave statickej rovnovahy musi
byt vysledny moment sil pdsobiacich na ktortikol'vek Cast’ tyCe rovny nule. Analyzujme koncovy
tisek tyde dizky (I-x) (obr. 6). Nech os O je os kolma na rovinu obrazku, leZiaca v rovine rezu tyce
oznacen¢ho na obr. 6 pismenom R, a pretinajica neutrdlne vlakno.V stave rovnovahy vysledny
moment sil vzhl'adom na os O je nulovy, takze plati

M-F(l-x)=0, (4)

kde M je moment elastickych sil pdsobiacich kolmo na rovinu nasho vybraného rezu, ako je
nazna¢ené na obr. 6, a F(/-x) je velkost’ momentu sily F vzhladom na os O. Moment elastickych
sil M ma smer kolmo na rovinu obrdzku a von z obrazku, moment sily F ma smer kolmo na
rovinu obrazku a do obrazku.

Poznamka: Smery oboch momentov sil vyplyvaju z definicie momentu sily ako vektorového
sa¢inu 7 xG, kde 7 je polohovy vektor pdsobiska sily G vzhladom na nejaky vztazny bod O
(obr. 7). D=7xG je vektor, ktory je kolmy na rovinu uréeni vektormi # a G (rovina Xy na



47

obr.7) aje orientovany na tu stranu
od tejto  roviny, z ktorej sa rotacia

7 do smeru G pozdiz kratieho
zuhlov zvieranych vektormi 7 a
Gjavi proti chodu hodinovych
rudiciek. Velkost D je rGsina=
A r, G, kde r, je kolma vzdialenost’
n bodu O od priamky, v ktorej lezi sila
G.

Pre rozbor momentu M
» ¥ skimajme deformaciu dlzkového
G elementu tyCe medzi rezmi AA’ a

o

BB’ (obr. 5). Element tyce rozdelime

na pozdizne vldkna s prie¢nym

- - prierezom dS. V désledku ohybu

tyCe su vldkna zakrivené. Stred

Obr. 7 krivosti vSetkych vlakien je ten isty

a na obr. 5 je oznaCeny pismenom S.

Rezy AA" aBB’" su na vldkna

kolmé. Ak je ro polomer krivosti neutralneho vldkna, je polomer krivosti l'ubovolného vlakna r =

ro + u, kde u je suradnica vldkna vzhl'adom na vldkno neutrdlne (obr. 5). Tvar neutrdlneho vldkna

je popisany funkciou y = f{x), kde x, y st pozdiznou a prie¢nou suradnicou jeho 'ubovolného

bodu. Potom v malom tseku ty&e prislichajucemu stredovému uhlu de mé neutralne vldkno dizku

rodp. Vlakno, ktoré je vo vzdialenosti u nad neutralnym vlaknom, bude mat v Gseku
prislichajucemu stredovému uhlu de dizku (ro+u)de. Jeho relativne prediZenie bude

(r, + u)de —r,do _udp _u

ryde rde 1,
a napdtie vo vlakne bude c=Ec=EY% .
rO

Pomocou tohoto napitia mdézeme silu pdsobiacu na plosku dS reprezentujucu priecny prierez
vlakna, ktory ma velkost’ adu, vo vzdialenosti u od neutralneho vldkna, vyjadrit’ vztahom

dF = ocadu = &udu.
du\L o

\ Vo vzdialenosti —u bude posobit’ na rovnaka plosku
dF rovnakd sila, ale opa¢ného smeru. Situdcia je
zobrazena na obr. 8, ktory predstavuje prieCny
S O — b prierez tycou.
Kazda elementarna sila dF produkuje
-ul g elementarny moment sily dM = udF. Pri tomto
& vyjadreni dM sme pouzili definiciu vektorového
sucinu uvedenu vyssie, priCom sme zobrali do tivahy,
ze vSetky dvojice sil dF a —dF pdsobiace v kazdom
kolmom reze tyCe st na rez kolmé, pretoze maji
smer dotyCnic k ohnutym vlaknam. Z uvedenych
Obr. 8 vztahov je zrejmé, ze velkost elementarnych
momentov sil dM zavisi od vzdialenosti © od osi
rezu. Preto velkost vysledného otd€avého momentu vyprodukovaného elementdrnymi silami

+u

s a
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v 'ubovolnom kolmom reze ty¢ou dostaneme s¢itanim vsetkych elementdrnych momentov sil pre
vSetky u, t.J. integraciou

+b/2 +b/2
M = J‘ udF:E I auzdu:EI,
b/2 "o 52 "o
+b/2 1
kde I= _[ au’du = —ab’ (5)
-b/2 12

je ploSny moment zotrvacnosti prierezu ty¢e vzhl'adom na os otaCania O. Ako vyplyva z (5), M je
rovnaky pre I'ubovolny kolmy rez ty¢ou. Mézeme poznamenat’, ze podmienka statickej rovnovahy
(4) plati pre 'ubovolny, a teda nie nutne kolmy, rez tyCou. V pripade 'ubovolného rezu by sa vyssie
uvedeny vztah pre M podl'a pravidiel vektorového sucinu vynésobil sinusom uhla, ktory by zvierali
sily dF s rovinou rezu.

Nech sa ohnutim tyce zniZi neutralne vlakno o y vo vzdialenosti x od upevneného konca
ako je naznacené na obr. 6. Polomer krivosti ro (vid’. obr. 5) tohto ohnutia mdéZeme obecne
vyjadrit’ pomocou y v tvare

:!1+y’2!/2

rO " s

y

Kde y' a y" je prva a druha derivacia funkcie y. V pripade malého ohnutia mozeme y'* zanedbat’

vocCi jednej, pretoze pre nas tvar prehnutia (na obr. 5 a obr. 6 je prehnutie trocha zveli¢ené) je aj
derivécia y, t.j. vel'kost’ smernice dotyCnice k funkcii y(x) (t.j. k neutrdlnemu vlaknu) v mieste x

mald. Pre polomer krivosti rp prehnutia ty¢e dostaneme potom vztahr, = ly” , ktory dosadenim

do rovnice (4) dava diferencialnu rovnicu

2
Y _F_y.

dx® EI
Dvojitou integraciou tejto rovnice a s uvazenim, zZe v mieste upevnenia je y = 0 a tak isto aj y'= 0

(podl'a obr. 5 aobr. 6 je doty¢nica k funkcii y(x) v mieste x = 0 rovnobezna s osou x, a teda jej
smernica je rovna nule), upravime rieSenie rovnice na tvar

_F (b X
Y EIl2 6

Ohnutie ty¢e na konci zatazenom silou F je reprezentované stradnicou y(x) = y; neutralneho
vlédkna a jeho vyjadrenie ako funkciu veli¢in F, E, I a [ ziskame, ked’ do predchédzajucej rovnosti
dosadime x = [, t;.

_FU
3EI

Y (6)

Prakticky modul pruznosti v tahu meriame na ty¢i, ktord je na oboch koncoch podopretd a
v prostriedku zat'azena silou F. Potom Uc¢inok sily F'v strede je ten isty, aky by mali sily F/2, keby
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posobili na koncoch tyce v pripade, Ze by ty¢ bola upevnena v prostriedku (obr. 9). Ak dosadime do
vztahu (6) [ =L/2, F =mg/2a

L
/ Fy/2 / 2>\ 1= 1120193, dostaneme po uprave vysledny vztah
F,
g g
. pre modul pruznosti
! y
_ p-2m (7
C4ab’ y
Fyq
Obr. 9 kde L je vzdialenost podpier. Zo vztahu (7)

vyplyva, ze prichyb y je priamo Umerny
hmotnosti zataze m.

Ulohy:
1. Zmerat modul pruznosti v tahu pre dva rézne materialy (ocel’, med).
2. Stanovit’ chybu, s ktorou je dana veli¢ina merana.

Postup merania a spracovanie vysledkov:
1. Vzdialenost’ medzi podperami L zmeriame jedenkrat, chybu §, stanovime odhadom.

2. Prie¢ne rozmery tyCe a a b zmeriame mikrometrom, kazdy aspon 10-krat na r6znych miestach
tyce. Hodnoty zapisujeme do tabul’ky II.

Tabulka II.

a; [mm] | (a,-a) [mm] | (a, ~a)’ [mm’] |b; [mm] | (b, ~b) [mm] | (b, ~5) [mm’]

O(
8

3. Z nameranych hodnét a,, b, ur¢ime ich aritmetické priemery a, b a stanovime ich stredné
kvadratické chyby 5_a , 6_'b.
4. Odchylkomer umiestnime do stredu medzi obe podpery a nastavime ho tak, aby pri zdkladnom
zatazeni ty¢e danom zatazou misky, na ktoru kladieme zévazia, ukazoval nulu.
5. Zmeriame teplotu miestnosti.
6. Pre 10 réznych zatazeni tyCe, odstupniovanych napr. po 50 g, meriame odchylkomerom
odpovedajuci priehyb y. Hodnoty zapisujeme do tabulky III.

Tabul’ka III.

Cm. | m[g] |y [mm] | ki=y/m[m/kg]| (k. —k)’ [m’/kg’]

7. Zmeriame opit’ teplotu miestnosti.
8. Linearitu zavislosti prichybu od zatazenia overime tak, Ze zostrojime graf zavislosti y od m.

9. Pre kazdé zat'aZenie ur¢ime konstantu k; = yi/ m... Z vypocitanych hodnét k, uréime aritmeticky
priemer k a jeho strednii kvadraticka chybu &, -
10. Ziskané aritmetické priemery @, b dosadime do vztahu (7) namiesto a a b a pomer m/ yv (7)

nahradime konstantou 1/ k .
11. Uréime vysledni chybu meranej veli¢iny E z parcidlnych prispevkov chyb priamo meranych
veli¢in a a b a chyby vypocitanej konsStanty k£ podla vztahu
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B B 5 2 = \2 5 2 5 2

Sp=E°||3- L] +] =] +|32| +| 5] |

i GRAESIED ®
12. Vysledok merania uvadzame v tvare E = E £ 5, .

Kontrolné otazky:

1. Vysvetlite Hookov zakon.

2. Co je to relativne prediZenie a mechanické napitie?

3. Aky je fyzikdlny vyznam modulu pruznosti v tahu?

4. Preco je mozné merat modul pruznosti v tahu z prichybu ty¢e? Je to metéda priama, ¢i
nepriama?

5. Co je to neutralne vlakno?

II. MERANIE MODULU PRUZNOSTI V SMYKU.

Teoreticky uvod:
Modul pruznosti v Smyku (niekedy ho nazyvame modul torzie), mézeme urcit’ aj z konkretizécie
Hookovho zakona pre deformaciu v Smyku

u 1F

— ——, 9
h GS ©)
kde vyznam jednotlivych ¢lenov najlepsie ukaze obr. 10. Podiel F/S = 7 predstavuje tangencialne
napétie, u — posunutie hornej zdkladne kvadra voci dolnej zdkladni, u/h =1tgy = y predstavuje

<

See--- -

N

. N &
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relativne posunutie hornej zakladne voci dolnej. Hookov zdkon je mozné pre tento pripad napisat’
v tvare

=Gy, (10)

kde G je modul pruznosti v smyku. Zo vztahov (9), (10) vidiet, Ze méa rozmer napitia (N/m>=Pa) a
predstavuje také napdtie, pri ktorom by absolutne posunutie u bolo rovné vyske hranola h, alebo pri
ktorom by relativne posunutie tgy = 1 (teda, aby uhol y = 45°). Priame vyuzitie Hookovho zdkona
na urcenie modulu pruznosti v Smyku je pomerne malo praktické a prislusna priama metdda aj malo
presna.

Preto sa modul pruznosti v Smyku najcastejSie urcuje z torzie tyc¢i alebo drotov.

Torzna deformacia je zlozitejSim pripadom deformécie Smykovej. Jednotlivé priecne vrstvy
telesa sa kratenim vzdjomne natacaju. Kazda cast’ vzorky je namahana iba Smykom a pritom, i ked’
Smyk v kazdej Casti vzorky je pomerne maly (lezi hlboko pod mierou umernosti deformacie a
napétia), vysledny uhol stocenia vzorky méze byt velky a teda dobre meratelny.

Uvazujme ty& v tvare valca o dizke L a priemere d =2r,, ktord je na jednom konci
upevnend (dolny koniec). Na dru‘l’l}’l koniec ty¢e (horny koniec) posobime silou, ktorej krutiaci
moment vyvola deformaciu v $myku kazdého pozdizneho vlakna dizky L, ktorého prierez je dS
(obr. 11). Vyberme jedno pozdiZne vlakno, ktoré je v kolmej vzdialenosti 7 od torznej osi O. Tato
os je predstavovand neutrdlnym vladknom, t.j. vldknom, ktoré sa pri kruteni nedeformuje. Pri
natoceni vol'ného konca ty¢e (horného) vplyvom kratiaceho momentu o uhol ¢ sa posunie volny
koniec vybrané¢ho vldkna (horny) po kruznici polomeru r o usek u =r¢. Tomuto posunutiu

zodpoveda deformacny uhol y (obr. 10 a obr. 11), pre ktory plati tgy =y =u/L=re/L. Podla

Hookovho zdkon na horny koniec sledovaného vldkna pdsobitangencidlne napétie
t=dF /dS =Gy, kde dF je elementarna sila u¢inkujuca v rovine hornej podstavy ty¢e v mieste

plosky dS v smere kolmom na kolmu spojnicu plosky dS (prierezu vlakna) s neutralnym vlaknom
(t.j. dF ma smer doty¢nice ku kruznici s polomerom 7, po ktorej sa posunie pri deformacii horny
koniec sledovaného vldkna). Tejto sile zodpovedd vzhladom na torzni os moment sily
dM =rdF =rGydS = rG(rgo/ L).dS = (G/ L)r2¢) dS . Ako je zrejmé, elementarny moment sily dM
zavisi od vzdialenosti 7 od torznej osi, je teda rézny pre rozne r. Preto, aby sme vyjadrili celkovy
moment torznych sil pdsobiacich v hornej podstave tyCe, musime scitat’ vSetky elementarne
prispevky dM od vietkych pozdiznych vlakien s elementarnymi prierezmi dS pre celii podstavu
volI'ného konca tyce, ¢o je vyjadrené nasledovnou integraciou

G GI
M=[dM==2[r’ds="¢ . (11)
(s) L L

kde I = J-r2 dS je plosny moment zotrvacnosti prierezu tyce
ds (®)
vzhladom na torznti os. Pre ty¢ skruhovym prierezom
postupujeme pri vypocte I tak, ze plochu kruhu rozdelime na
g elementy (obr. 12), ktoré v polarnych stiradniciach nadobudaju
vyjadrenie
dS =rdp.dr

dr a vypocitame prislusny integral
2 d/2
7r / T d4

I:J.dﬂj ridr = 5
] ]

(12)

Obr. 12
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Zo vztahu (11) vidime, ze torzny uhol ¢ je priamo imerny torznému momentu M. Konstantu

nazyvame direkénym momentom tyce.

MO

_ar
L

Obr. 13

m

(13)

V nasledujucom vyklade uvedieme
dve metody merania modulu pruznosti
v Smyku — staticku a dynamicku.

A.  STATICKA METODA
MERANIA MODULU
PRUZNOSTI V SMYKU.

Statickd metdoda merania modulu
pruznosti v 3Smyku vyuziva torziu
tenkej tyCe alebo drotu, vyrobenych
z materidlu, ktorého modul pruznosti
vSmyku chceme uréit. V nasom
pripade ma skumany materidl tvar
hrubsieho drotu kruhového prierezu.
Drét je zaveseny tak, Ze jeho horny
koniec je upevneny v drziaku a k jeho
dolnému koncu je pripevneny kotac

s uhlovou stupnicou (obr. 13). Na obvode kotuca podsobia sily kolmé na torznu os, vyvolané cez
kladky tiaZzou z&vazi o hmotnostiach m; a m,. Vysledny torzny moment tychto sil je (m;+mz)gR,
kde R je polomer kotica. Aby nevznikla sila vychylujuca os kotuca volime zavazia tak, aby
mi=my. Uvedeny moment sily dosadime do vztahu (11) spolu so vztahom (12) a pre modul

pruznosti G dostaneme vztah

G

Ulohy:

_32gRL m;+m,
rd?*

1. Zmerat modul pruznosti v Smyku pre mosadz.
2. Stanovit’ chybu merania pre dany modul.

Postup merania a spracovanie vysledkov:
1. Po upevneni drotu do prislusného zariadenia ur¢ime priamym meranim hodnoty veli¢in R, L, d.
R ur¢ime tak, ze raz odmeriame posuvnym meradlom priemer kotica a vysledok vydelime
dvoma. Chybu &, stanovime odhadom. Dizku L drétu odmeriame raz pasmovym meradlom

(14)

achybu &, tiez odhadneme. Priemer drotu zmeriame mikrometrom 10-krat, vypoc¢itame

aritmeticky priemer d a strednu kvadratickt chybu &, q-

2. Zmeriame teplotu miestnosti.

3. Drot zatazujeme prikladanim zdvazi na misky tak, Ze na kazd(i misku budeme postupne
pridavat’ po 50 g. Pre kazd¢é zat'azenie odmeriame uhol skrutenia kotuca ¢ (v radianoch).
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4. Opét zmeriame teplotu miestnosti.
5. Hodnoty zapisujeme do tabulky IV.

Tabulka IV.

% —\2
i k=9 _
Com | Mt @ [rad] " om,+m, (ki k;)
[1/kg"]

k
[kg] k]

6. Overime linearitu torznej deformdcie tak, Ze namerané hodnoty ¢ vynesieme do grafu

@ = f(m). Pre kazdé zatazenie uréime konStantu k = ﬂ, jej aritmeticky priemer k a k nej
m

prislusnu strednt kvadraticki chybu 5_k. Namerané vysledky dosadime do vztahu (14),
v ktorom pomer (m1 +m, ) / @ nahradime konstantou 1/k .

7. Ur¢ime chybu merania veli¢iny G vyplyvajicu z parcidlnych chyb jednotlivych priamo
meranych veli¢in resp. chyby vypocitanej konstanty k. Danu chybu stanovime zo vzt'ahu

G e

B. DYNAMICKA METODA MERANIA MODULU PRUZNOSTI V SMYKU S POUZITIM
TORZNEHO KYVADLA.

5 -G

Experiment usporiadajme podobne ako v predchddzajiicej metode, len namiesto uhlomerného

— kotuc¢a upevnime na dolny koniec drdtu teleso, plniace
ulohu zotrvacnika, ktorého moment zotrvacnosti Ir voci
ld pozdlznej osi drotu je mnohonasobne vac¢si ako moment

zotrvacnosti drotu samotného. Takymto telesom je napr.
o valec s velkou plochou podstavy a malou vyskou. Tak
Jtorzna tyc dostaneme dynamickt kmitava sustavu, ktora je schopna

L konat’ kmity vo vodorovnej rovine — torzné kmity - okolo
osi totoznej s osou drdotu - torznej osi. Takuto sustavu

volame torzné kyvadlo (obr. 14). Torzné kyvadlo sa
rozkmita, ked’ vychylime (skritenim) valec z rovnovaznej
polohy ouhol ¢ apustime ho. V dbsledku vychylenia

valca zrovnovaznej polohy vznikajii v dolnej podstave
/Rdj\ drotu torzné sily. Aby sme vyjadrili velkost momentu
tychto sil, moézeme pouzit rovnaku Gvahu ako
v teoretickom tUvode. Tento moment je teda dany
<. > Z2otrvacnik rovnicami (11) a (12).
Obr. 14 Vztah medzi momentom torznych sil M a
vychylkou valca ¢ ziskame zpohybovej rovnice pre
teleso rotujuce alebo kmitajuce okolo pevnej osi
M =Jg,
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kde J je moment zotrvacnosti telesa vzhl'adom na os otacania a & je vektor uhlového zrychlenia.
V naSom pripade oba vektory& a M lezia v torznej osi, takze vy$sie uvedenli rovnicu moZeme
pisat’ pre ich velkosti, t.j.
M =-Ire,

kde Ir je moment zotrvaénosti valca vzh'adom na os otadania, a &€ = d°¢ / dt” je velkost uhlového
zrychlenia. Znamienko minus v poslednej rovnosti znamena, ze moment torznych sil vzdy u¢inkuje
tak, aby sa redukovala vychylka ¢, t.j. aby zotrva¢nik mal vzdy tendenciu vracat’ sa do svojej
rovnovaznej polohy.
Poznamka: Podrobné vysvetlenie znamienka minus vystupujiceho v hore uvedenej rovnici mozno
najst v Doplnkoch A aB v 1ulohe ,Urfenie momentu zotrvacnosti fyzikalneho kyvadla“.
V spomenutej Glohe sa takisto Studuje periodicky kmitavy pohyb popisany tou istou rovnicou, len
s tym rozdielom, Zze M je moment tiazovej sily a nie moment torznych sil a namiesto /, vystupuje
v pohybovej rovnici moment zotrvac¢nosti vzhl'adom na os neprechddzajicu taziskom /.

Po dosadeni za M zo vzt'ahu (11) a uprave dostane pohybova rovnica pre uhol vychylky
torzného kyvadla ¢ z jeho rovnovéaznej polohy tvar

d’¢ GI

—p=0. 16
dt’ LIT(p (16)

RieSenim tejto diferencidlnej rovnice je harmonickd funkcia tvaru
¢ = @, sinfot +y),

kde ¢@,je maximalna vychylka kyvadla zjeho rovnovadznej polohy (amplitida) a y je vychylka
kyvadla z rovnovaznej polohy v ¢ase =0, t.j. na zaciatku pohybu. Obycajne sa pre =0 voli y =0.

O tom, Ze posledny horeuvedeny vzt'ah je naozaj rieSenim rovnice (16) sa moZeme presvedcit’ jeho
priamym dosadenim do rovnice (16). Dostaneme, ze tento vztah splia rovnicu (16) ak pre uhlova

frekvenciu kmitavého pohybu plati @ =,GI /LI, . Kedze o suvisi speriodou vztahom
o =2 /T, mdézeme modul pruznosti v Smyku vyjadrit’ pomocou tychto dvoch vztahov ako

2 I
G:4T7Z2 I (47

kde za I dosadime vztah (12) a za Ir moment zotrvacnosti zaveseného telesa (ak je telesom valec,
potom I, = mR? /2, kde mje hmotnost valca a R jeho polomer). Oba momenty zotrvaénosti / aj
I, st urcené vzhl'adom na os drdtu (torznu os).

Ulohy:
1. Zmerat modul pruznosti v torzii pre rdzne materialy.
2. Stanovit’ ndhodnu chybu vysledku.

Postup merania a spracovanie vysledkov:

1. Zostavime torzné kyvadlo a uréime priamym meranim hodnoty jeho parametrov (dizku tyce,
priecne rozmery ty€e, rozmery a hmotnostzaveseného telesa). Dané parametre meriame viackrat
(aspon 10-krat) stanovime ich priemerné hodnoty a prislusné nahodné chyby (stredné
kvadratické chyby aritmetického priemeru).

2. Zmeriame teplotu miestnosti.



3.

9]

55

Kyvadlo slabo rozkmitdme a postupnou metédou uréime periodu kmitov vratane chyby
merania. Meriame 100 peridd, pricom kazdych 10 period zapisujeme medzicas do tabulky V.
Prvych pit medzi¢asov zaznamename do druhého stipca tabulky V, druhych pit medzi¢asov
do jej $tvrtého stipca.

Tabulka V.

Cislo Cislo . ;
merania t,=ix10T merania tis =(iH5)x10T lso =1

L [s] (i+5) [s] [s]

i T _ 2
ot | m=2 ) U0
50 [s2]

T" v tabulke V je aritmeticky priemer z piatich hodnét period 7, 7,, ..., Ts vypoéitanych v jej
Siestom stipci. Pomocou tychto piatich hodnét vypoéitame strednt kvadraticku chybu periody
Sr.

Opét zmeriame teplotu miestnosti.

Dosadenim hodnét priamo meranych veli¢in do vztahu (17) vypocitame hodnotu meranej
veli¢iny G. Ur€ime chybu merania (vysledku) suvazenim parcidlnych prispevkov chyb
jednotlivych priamo meranych veli¢in podla vztahu

N &2 6;2 é;’nz é;?2 é;lz
0;=G [(2Tj +(Lj J{m} +[2R] +(4dj}. (18)

6. Vysledok uvedieme v tvare G = G + 5.

Kontrolné otazky:

1. Napiste Hookov zdkon pre deforméciu v Smyku.

2. Napiste vztahy pre relativne posunutie a mechanické napétie pri deformacii Smykom.
3. Objasnite fyzikdlny vyznam modulu pruznosti v Smyku.

4. Preco je mozné merat’ modul pruznosti v Smyku z torzie drétu (tyce)?

5. Co je neutralne vlakno a kadial’ prechadza?

6. Popiste metodu postupnych merani.

7. Odvod'te vztahy pre vypocet chyby vysledku (15), (18).

Doplnena a upravena uloha zo skript:

Doc. RNDr. Drahoslav Vajda, CSc., Doc. Ing. Julius Stelina, CSc., RNDr. Jaroslav Kovar, Ing.
Ctibor Musil, CSc., RNDr. Ivan Bellan, Doc. Ing. Igor Jamnicky, CSc., ,,Ndvody k laboratornym
cviceniam z fyziky “, vydala Zilinsk4 univerzita vo vydavatel'stve EDIS, 2. nezmenené vydanie, rok
2003



